Bayerisches Staatsministerium fur
Unterricht und Kultus

Abiturprufung 2026

Mathematik

(erhohtes Anforderungsniveau)

Prufungsteil B

Bei der Bearbeitung der Aufgaben durfen zusatzlich zu einem Rechtschreib-
worterbuch Deutsch, das nach Erklarung des Verlags die aktuellen amtlichen
Regeln vollstandig umsetzt, folgende Hilfsmittel verwendet werden, sobald
die Abgabe von Prufungsteil A erfolgt ist:

e das vom Staatsministerium genehmigte Dokument mit mathematischen
Formeln

¢ eine der vom Staatsministerium zugelassenen stochastischen Tabellen

e eine der vom Staatsministerium fur Leistungserhebungen zugelassenen
mathematisch-naturwissenschaftlichen Formelsammlungen

e ein wissenschaftlicher Taschenrechner, der den vom Staatsministerium
getroffenen Regelungen entspricht

Zu den Sachgebieten Analysis, Stochastik und Geometrie wahlt der Fach-
ausschuss jeweils eine der beiden Aufgaben zur Bearbeitung aus.

Spatester Abgabezeitpunkt: 300 Minuten nach Prifungsbeginn

Das Geheft mit den Aufgabenstellungen ist abzugeben.

Name des Pruflings




Aufgabe B1 (Analysis)

1
Gegeben ist die in IR definierte Funktion f: x — (—x2 +3x)-e2x. Die

Abbildung zeigt ihren Graphen G, der genau zwei Extrempunkte besitzt: den

_3
Tiefpunkt T(—B ‘ —18e 2] und den Hochpunkt H.
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a Esgilt lim f(x) = 0. Deuten Sie diese Tatsache geometrisch und
X—>—00

berechnen Sie die Nullstellen von f.

b Berechnen Sie die Koordinaten von H. Geben Sie die Wertemenge von f
an und begrinden Sie lhre Angabe.

1
(zur Kontrolle: f'(x) = (—%x2 —%x+3)-e2x; H(2|2e))

¢ Ermitteln Sie die GrolRe des Winkels, unter dem sich die Tangente an G
im Koordinatenursprung und die Gerade durch T und H schneiden.

d Die erste Ableitungsfunktion von f besitzt ein globales Maximum.
Beschreiben Sie, wie man dieses Maximum berechnen kann.
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Die beim Abbremsen eines Elektroautos frei werdende Energie kann teil-
weise genutzt werden, um der Batterie des Elektroautos wieder Energie
zuzufiihren. Uber einen Zeitraum von 13 Sekunden, beginnend zehn
Sekunden vor Beginn eines Bremsvorgangs, wird der Ladezustand der
Batterie eines Elektroautos beobachtet. Die Funktion f beschreibt fur

X e [—1 0;3] modellhaft die momentane Anderungsrate der in der Batterie
gespeicherten Energie. Der Betrag von x gibt den zeitlichen Abstand zum
Beginn des Bremsvorgangs in Sekunden an; negative x-Werte beziehen sich
auf Zeitpunkte vor Beginn des Bremsvorgangs. f(x) ist die momentane
Anderungsrate der in der Batterie gespeicherten Energie in Kilojoule pro
Sekunde.

e Geben Sie im Sachzusammenhang die Bedeutung des Hochpunkts H
unter Berucksichtigung seiner Koordinaten an.

f Bestimmen Sie mithilfe der Abbildung die Lange der Zeitspanne auf
Sekunden genau, in der der Batterie mindestens drei Kilojoule pro
Sekunde entnommen werden.

3
g Es gilt I f(x)dx = —15. Interpretieren Sie den Wert des Integrals im
-10
Sachzusammenhang.

Betrachtet wird die Schar der in IR definierten Funktionen g, : x — —f(x)+a
mit a €IR. Der Graph von g, wird mit G, bezeichnet.

h Zeichnen Sie G in die Abbildung ein. Geben Sie an, wie G, fur a>0
aus Gy hervorgeht.

i Geben Sie diejenigen Werte von a an, fur die G5 und G genau zwei
Schnittpunkte besitzen.

j Betrachtet wird nun die Schar der in IR definierten Funktionen
Jap : X — —f(bx)+a mit aeR und b IR\ {0}.
Ermitteln Sie a und b so, dass folgende Bedingungen erfullt sind:

| Der Graph von g, |, hat die Gerade mit der Gleichung y =2 als
Asymptote.

Il Die x-Koordinate des Tiefpunkts des Graphen von g, 4, ist -0,5.




Aufgabe B2 (Analysis)

1 Gegeben ist die Schar der in IR Ay
definierten Funktionen ‘ — -

1.3, .2 1

fa 1 X— 2 X7 +ax” +ax+, mit

w
~—

a€IR. Der Graph von f; wird mit /

G, bezeichnet. Abbildung 1 zeigt

N
SN

G, fira=0. /
a Berechnen Sie denjenigen Wert

von a, fiir den der Punkt (1]-1) X

\\ 4

auf G, liegt, und zeigen Sie, J
dass dieser Punkt Wendepunkt / 4

dieses Graphen ist. GO/

b Zeigen Sie, dass es genau zwei Abb. 1
Punkte gibt, durch die alle
Graphen der Schar verlaufen, und bestimmen Sie die Koordinaten
dieser beiden Punkte.

¢ Der Term einer Funktion der Schar kann in der Form i-(x + 1)3

4
angegeben werden. Der Graph dieser Funktion kann durch
Verschiebungen aus G erzeugt werden. Geben Sie eine passende

Moglichkeit fur diese Verschiebungen an.

d Betrachtet werden fur jeden Wert u > 0 die Tangente t, an Gy im
Punkt P, (u|fo (u)) sowie der Punkt Q, (u|0). Die Tangente t,,
schneidet die x-Achse in einem Punkt, der mit T,, bezeichnet wird.

Begrijnden Sie mithilfe geeigneter Eintragungen in Abbildung 1, dass
‘T Q ‘ furjeden Wert u> 0 gilt.

e Es gibt Kreise, deren Mittelpunkte auf der y-Achse liegen und die den
Graphen der ersten Ableitungsfunktion von fy in genau zwei Punkten
beruhren. Der Punkt A(1 ‘%) ist ein Beruhrpunkt eines solchen Kreises.
Bestimmen Sie rechnerisch die y-Koordinate des Mittelpunkts dieses
Kreises.




2 Betrachtet wird eine Wasserfontane, bei der das Wasser aus einer Duse

austritt. Die sich periodisch andernde momentane Durchflussrate des
Wassers an der DUse beeinflusst das Erscheinungsbild der Fontane.

Die in IR definierte Funktion h: x +— —%-cos %X)H beschreibt im
Folgenden fur x >0 die zeitliche Entwicklung der momentanen
Durchflussrate des Wassers an der Duse. Dabei ist x die seit
Beobachtungsbeginn vergangene Zeit in Sekunden und h(x) die
momentane Durchflussrate in Litern pro Sekunde. In Abbildung 2 ist der

Graph von h dargestellt.
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Abb. 2

a Bestimmen Sie, wie oft die momentane Durchflussrate in der ersten
Minute nach Beobachtungsbeginn ihren Maximalwert annimmt, und
geben Sie einen Zeitpunkt an, zu dem die momentane Durchflussrate
am starksten zunimmt.

9
b Berechnen Sie jh(x)dx und interpretieren Sie den Wert des Integrals
5
im Sachzusammenhang.

¢ Betrachtet wird nun eine andere Duse, bei der sich die momentane
Durchflussrate ebenfalls periodisch mit der Zeit andert. Die maximale
momentane Durchflussrate betragt 2 Liter pro Sekunde und die
Zeitspanne zwischen zwei aufeinanderfolgenden Maximalwerten der
momentanen Durchflussrate ist 1,5-mal so grof3 wie bei der zuerst
betrachteten Duse. Skizzieren Sie dazu passend in Abbildung 2 einen
Graphen, der fur x > 0 eine mogliche zeitliche Entwicklung der
momentanen Durchflussrate des Wassers fur die nun betrachtete Dise
beschreibt.




Aufgabe B3 (Stochastik)

Eine Gruppe von zwolf Studierenden unternimmt mehrere Exkursionen in
den Nationalpark Berchtesgaden, um dort lebende Bergeidechsen zu
untersuchen.

1 Bei jeder Exkursion untersucht die Gruppe 20 Bergeidechsen. Die Anzahl
der weiblichen Bergeidechsen unter den 20 Bergeidechsen kann jeweils
durch eine binomialverteilte Zufallsgro3e X mit den Parametern n =20
und p beschrieben werden. Der Wert von p unterliegt jahreszeitlichen
Schwankungen. Fur den Zeitraum der ersten Exkursion gilt p=0,5.

a Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:

A: ,Die Gruppe untersucht bei ihrer ersten Exkursion genau 10 weib-
liche Bergeidechsen.”

B: ,Die Gruppe untersucht bei ihrer ersten Exkursion mehr weibliche als
mannliche Bergeidechsen.”

b Begriinden Sie, dass bei der ersten Exkursion die Wahrscheinlichkeit
dafur, dass der Wert von X um mindestens 3 vom Erwartungswert von
X abweicht, mit dem Term 2- POZ% (X <7) berechnet werden kann.

¢ Bei der zweiten Exkursion gilt p < 0,5. Fur bestimmte Werte von p ist die
Wahrscheinlichkeit dafur, dass sich unter den 20 untersuchten
Bergeidechsen mindestens eine weibliche Bergeidechse befindet,
mindestens 98 %. Ermitteln Sie auf ganze Prozent genau den kleinst-
moglichen dieser Werte von p.

2 Die zwolf Studierenden ubernachten nach der zweiten Exkursion in einer
Berghutte mit zwei nur fur diese Gruppe reservierten Zimmern, von denen
das ,Bergzimmer® acht und das ,Talzimmer® sieben Betten hat.
Angenommen, jeder Person aus der Gruppe wird zufallig ein freies Bett
zugeteilt. Bestimmen Sie fur diesen Fall die Wahrscheinlichkeit dafur,
dass in jedem Zimmer mindestens ein Bett frei bleibt.
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3 Zwischen der Kopf-Rumpf-Lange und dem Geschlecht von Bergeidechsen

besteht eine Korrelation. Fur eine zufallig ausgewahlte weibliche
Bergeidechse kann die Kopf-Rumpf-Lange in Millimetern durch eine
normalverteilte ZufallsgroRe Y beschrieben werden. Flr die zugehérige
1 '(x—53,9)2

1.2\ 8

Dichtefunktion ¢ gilt ¢(x) = ™5
T

Die Abbildung zeigt den Graphen von ¢.
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a Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass eine zufallig
ausgewahlte weibliche Bergeidechse kleiner als 48 mm ist.

X
b Betrachtet wird die in IR definierte Funktion ® mit ®(x) = [ o(t)dt.
Beschreiben Sie die Bedeutung des Terms
®(0,8-53,9)+(1-®(1,2-53,9)) im Sachzusammenhang.

¢ Auch die Kopf-Rumpf-Lange einer zufallig ausgewahlten mannlichen
Bergeidechse kann durch eine normalverteilte Zufallsgrof3e beschrieben
werden; diese ZufallsgrofRe wird mit Z bezeichnet. Die Kopf-Rumpf-
Lange von mannlichen Bergeidechsen betragt im Mittel 48 mm. Die
Wahrscheinlichkeit dafur, dass die Kopf-Rumpf-Lange einer mannlichen
Bergeidechse zwischen 41 mm und 55 mm liegt, betragt etwa 68,3 %.

Beurteilen Sie anhand dieser Informationen, ob die Standard-
abweichung von Z groRer oder kleiner ist als die Standardabweichung
von Y. Skizzieren Sie den Graphen der Dichtefunktion von Z in der
Abbildung.




Aufgabe B4 (Stochastik)

1 Betrachtet werden die in einem grolden europaischen Land zugelassenen
Kraftfahrzeuge. Von diesen Kraftfahrzeugen sind 80 % Personen-
kraftwagen (Pkw).

a Es werden 200 Kraftfahrzeuge zufallig ausgewahlit. Bestimmen Sie die
Wahrscheinlichkeit dafur, dass sich darunter hochstens 170 Pkw
befinden.

Im Folgenden wird zusatzlich das Alter der betrachteten Kraftfahrzeuge
untersucht. 70,8 % dieser Kraftfahrzeuge sind mindestens funf Jahre alt.

b Vervollstandigen Sie die abgebildete Vierfeldertafel.

A A A: ,Ein Kraftfahrzeug ist
5 mindestens funf Jahre alt.”
— B: ,Ein Kraftfahrzeug ist ein
B 0,044

Pkw.”

1

¢ Untersuchen Sie, ob der Anteil der Kraftfahrzeuge, die mindestens funf
Jahre alt sind, unter den Pkw grofer ist als unter den ubrigen Kraft-
fahrzeugen.

In der Folge werden die zugelassenen Pkw betrachtet. Diese werden je
nach Alter einem von sieben Zeitintervallen zugeordnet. Abbildung 1
zeigt die entsprechenden Anteile.
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0,2 —

0,15 —
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0 1 1

0 bis 4 5 bis 9 10 bis 14 15bis 19 20bis24 25 bis 29 mindestens
Jahre Jahre Jahre Jahre Jahre Jahre 30 Jahre Abb. 1
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d Alle zugelassenen Pkw werden nach ihrem Alter in einer Liste sortiert.
Angenommen, es gibt einen Pkw, fur den die Anzahl jungerer Pkw
gleich der Anzahl alterer Pkw ist. Geben Sie dasjenige der sieben
Zeitintervalle an, in dem das Alter dieses Pkw liegt, und begriinden Sie
Ihre Angabe.

e Beschreiben Sie den mathematischen Zusammenhang zwischen
Abbildung 1 und dem Term
5-0,26+10-0,21+15-0,13+20-0,05+25-0,02+30-0,02 und geben
Sie die Bedeutung seines Wertes im Sachzusammenhang an.

In einer Region werden die Personen betrachtet, die regelmafig in einem
Pkw zur Arbeit fahren. Frihere Untersuchungen haben ergeben, dass
etwa 90 % dieser Personen dabei allein im Pkw sind. Um diesen Anteil zu
senken, wurden Anreize geschaffen, verstarkt Fahrgemeinschaften zu
bilden. Nun soll untersucht werden, ob der beschriebene Anteil deutlich
gesunken ist. Dazu wird die Durchfuhrung eines Signifikanztests geplant
mit einem Signifikanzniveau von 5% und der Nullhypothese ,Der Anteil der
Personen, die allein im Pkw zur Arbeit fahren, liegt bei mindestens 75 %."

a Es ist geplant, den Test auf der Grundlage einer Stichprobe von 200
Personen durchzufihren. Bestimmen Sie die zugehorige
Entscheidungsregel.

b Angenommen, der Test wiirde T \
mit unveranderter 0.25 \
Nullhypothese und 0.2 \
unverandertem Signifikanz- 0.15 \
niveau mit n zufallig aus- 0.1
gewahlten Personen geplant. 0,05 =
Die Wahrscheinlichkeit dafur, 0,7 0,75 08 ~
dass eine zufallig aus- Abb. 2

gewabhlte Person allein im Pkw zur Arbeit fahrt, wird mit p bezeichnet.
Abbildung 2 stellt fur einen bestimmten Wert von n in Abhangigkeit von
p die Wahrscheinlichkeit daflr dar, dass das Ergebnis des Tests im
Ablehnungsbereich liegt. Ermitteln Sie fur ein geeignet gewahltes
Beispiel mithilfe von Abbildung 2 die Wahrscheinlichkeit flur den
zugehorigen Fehler zweiter Art.




Aufgabe B5 (Geometrie)

Gegeben ist das Rechteck ABCD mit A(6[0(9), B(0[6|9) und
C(-1|5]17), das in der Ebene E liegt.

a Bestimmen Sie die Koordinaten von D.

b Bestimmen Sie eine Gleichung von E in Koordinatenform.
(zur Kontrolle: E : 4x+4y+z-33=0)

Das Rechteck ABCD stellt modellhaft eine Zielscheibe
Zielscheibe beim Bogenschielien dar D C

(vgl. Abbildung 1). Im Koordinatensystem

beschreibt die xy-Ebene den horizontalen Goldbereich

Boden; eine Langeneinheit entspricht einem
Dezimeter in der Realitat.

An die betrachtete Zielscheibe werden B

folgende Anforderungen gestellt: Zielkreis

| Ein Zielkreis mit einem Durchmesser von AbD. 1

80 cm passt vollstandig auf die Zielscheibe.

Il Die Zielscheibe ist in einem Winkel von 75° bis 80° gegenlber dem
horizontalen Boden geneigt.

c Zeigen Sie rechnerisch, dass Anforderung | erfullt ist.

d Untersuchen Sie, ob Anforderung Il erfullt ist.

In der Mitte der Zielscheibe befindet sich der kreisformige Goldbereich mit
Radius 8 cm, dessen Mittelpunkt durch den Punkt M(2,5 12,5 |13) dargestellt
wird.

e Die Flugbahn der Pfeilspitze eines Pfeils, der die Zielscheibe ftrifft, wird
durch Punkte der Form (23 ‘ 3s ‘—0,0132 +S+ 12,01) mit geeigneten
Werten von s IR beschrieben.

Zeigen Sie rechnerisch, dass der Pfeil den Goldbereich ftrifft.

10

BE



f Die Flugbahn eines zweiten Pfeils kann aufgrund der Windverhaltnisse

nicht genau vorhergesagt werden. Die moglichen Auftreffpositionen
werden durch die auf einer Strecke liegenden Punkte P, mit

13 0

Koordinatenursprung bezeichnet.

2 0,75
OP, :£ 3 ]+ a-[—0,75J und a [0;1] dargestellt, wobei O den

Abbildung 2 zeigt den Kreis, der den Goldbereich darstellt, seinen
Mittelpunkt M sowie den Punkt Py. Zeigen Sie, dass der Mittelpunkt des
Goldbereichs eine mogliche Auftreffposition des zweiten Pfeils ist, und
untersuchen Sie mithilfe geeigneter Eintragungen in Abbildung 2, ob der
zweite Pfeil den Goldbereich sicher trifft.

Abb. 2
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Aufgabe B6 (Geometrie)

Die Abbildung zeigt die Pyramide
ABCDS mit A(O|—3|O), B(4|—1|O),
C(4(1]0), D(0|3]0) und S(2]0]4).

a Zeigen Sie, dass die Grundflache
ABCD ein Trapez ist, und
berechnen Sie das Volumen der
Pyramide.

b Bestimmen Sie die Grolde des
Winkels, den die Kanten CD und
CS einschlieRen.

Die Ebene L mit der Gleichung -2x + y + 4 = 0 schneidet die Kante CD im
Punkt H.

¢ Berechnen Sie die Koordinaten von H.
(zur Kontrolle: H(2,8

1,6]0))

Die Pyramide ABCDS wird um die Gerade CD um einen Winkel der Grol3e
360° gedreht. Dabei durchlauft die Spitze einen Kreis.

d Begrunden Sie, dass dieser Kreis in der Ebene L liegt und H der Mittel-
punkt des Kreises ist.

e Der Kreis, den die Spitze der Pyramide beschreibt, hat den Radius /19,2.
Beurteilen Sie folgende Aussage:

Wéhrend des Drehvorgangs gibt es eine Position der Pyramide, bei der
ihre Spitze die y-Koordinate 5,6 hat.

12
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