lllustrierende Prafungsaufgaben fur die Abiturprifung in Bayern ab 2026

Stand: Januar 2025

Mundliche Abiturprufung in Mathematik

Beispiele fur Kolloquiumspriufungen

Die folgenden vier Beispiele enthalten vollstandig ausgearbeitete Kolloquiumsprifungen. Diese
enthalten jeweils:

e Aufgaben flr einen zusammenhangenden Vortrag
e Zusatzfragen fir das anschlieRende Gesprach zum Prifungsschwerpunkt
e Aufgaben zum weiteren, nicht ausgeschlossenen Sachgebiet

Auch die mundlich zu stellenden Aufgaben (Zusatzfragen und Aufgaben zum weiteren Sachgebiet)
in diesem Dokument sind hinsichtlich der Formulierung an schriftliche Abiturprifungsaufgaben
angelehnt. Im Priufungsgesprach ist es selbstverstandlich moglich, die Aufgabenstellungen
sprachlich in abgewandelter Form zu formulieren. Die prifende Lehrkraft muss im Sinne des
Gesprachscharakters und in Abhangigkeit vom Verlauf der Prifung flexibel auf die Antworten des
Pruflings reagieren. Insbesondere kommen beispielsweise auch Zwischenfragen und Hilfe-
stellungen in Betracht. Bei zu ausflhrlicher Behandlung oder unzureichendem Kenntnisstand kann
der Abbruch einer Teilaufgabe oder ein Wiederaufgreifen zu einem spateren Zeitpunkt sinnvoll sein.

Der Umfang der miindlich zu stellenden Aufgaben (Zusatzfragen und Aufgaben zum weiteren
Sachgebiet) ist verhdltnismaRig groR gewahlt, um im Rahmen der vorgelegten Beispiel-
kolloquien eine gewisse Bandbreite moglicher Fragestellungen aufzuzeigen; in einer realen
Priifung muss bei vergleichbarem Umfang je nach Verlauf in der Regel eine Auswahl ge-
troffen werden.

Die Erwartungshorizonte zu den Beispielkolloquien, die in diesem Dokument grau hinterlegt sind,
stellen weder ausformulierte Vortrage noch typische Antworten dar. Vielmehr sind die Erwartungs-
horizonte in diesem Dokument aus Grinden der Praktikabilitdt in der Regel ahnlich wie der
Erwartungshorizont einer schriftlichen Prifung formuliert.

Als digitales Hilfsmittel ist zur Bearbeitung der Aufgaben fir den zusammenhangenden Vortrag
jeweils ein wissenschaftlicher Taschenrechner vorgesehen; fir eine Prifung mit einem modularen
Mathematiksystem (MMS, ehemals: CAS) mussten die Aufgaben insbesondere in der Analysis
geeignet angepasst werden.
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1 Beispiel 1

1.1 Prufungsteil 1 (Analysis)

1.1.1 Aufgaben fiir einen zusammenhangenden Vortrag

Gegeben ist die in IR definierte Funktion

y
f:x— x-(x-2)-e*. Die Abbildung zeigt
den Graphen G; von f. 3
a Erklaren Sie, wie man anhand des 5
Funktionsterms die Nullstellen von f
ermitteln kann, und untersuchen Sie das —T .
Verhalten von f fir x = —o0 und x = 4+ . ]
LT X
45 44 43 2 41 |o p
b Bestimmen Sie rechnerisch die Extrem- \
stellen von f. =1 I
¢ Fir jeden Wert von acIR wird die 1N |
Tangente t, an Gy im Punkt (a|f(a)) \ [
betrachtet. Die Tangente t, besitzt die -3 \_ /
Steigung (a2 —2)-ea und den
y-Achsenabschnitt a2 (1-a)-e?.

Untersuchen Sie rechnerisch, fiir welche
Werte von a

(1) die Steigung von t, negativ ist,
(2) t, durch den vierten, aber nicht durch den dritten Quadranten verlauft.

d Die in IR definierte Funktion F mit F(x) = (x2 —4x+ 4)-ex ist eine Stammfunktion von f.

2
Berechnen Sie den Wert des Integrals J' f(x)dx und interpretieren Sie das Ergebnis
geometrisch.
e Der Graph G; und die x-Achse begrenzen im Bereich -4 <x <2 eine Flache.
Beurteilen Sie folgende Aussagen:

2
| Der Inhalt der Fléche ist durch den Term j f(x)dx gegeben.

-4
Il Das Volumen des Kérpers, der durch Rotation dieser Fldche um die x-Achse entsteht, ist

2
durch den Term j Tr-(f(x))2 dx gegeben.
4

Interpretieren Sie den Term - (f(x))2 geometrisch.

f Geben Sie eine Gleichung an, mit der man die Koordinaten derjenigen Punkte auf G ermitteln
kann, die vom Koordinatenursprung den Abstand 2 haben. Begriinden Sie geometrisch, dass
diese Gleichung mehr als drei Losungen hat.




Erwartungshorizont:

a | Nullstellen: Der Funktionsterm x-(x—2)-ex ist genau dann gleich null, wenn einer seiner
Faktoren gleich null ist. Wegen e* > 0 ist dies nur fiir die ersten beiden Faktoren méglich.
—x)-(-x-2
e lim x-(x-2)-e* =0 wegen lim LXX):O (vgl. Formeldokument)
X—>—00 X—>+00 e
>+ —>+00 —>+0
e lim x (x-2) ¢ =+
X—>+00
b f(x):(x2 —2x)-ex; f'(x)=(2x-2)-e* +(x2 —2x)-ex =(x2 —2)-ex
f’(x):0<:>x=—\/§vx:\/§
cl(1) f’(a)<0<:>ae}—\/§;\/§[
(2) Eine Gerade mit der Gleichung y =mx +t verlauft genau dann durch den vierten und
nicht durch den dritten Quadranten, wenn m<0 und t >0 gilt.
a’ (1-a)-e? >0 < a<1
In Verbindung mit (1) ergibt sich a e }—\/5;1 [
dl 2
[ f(x)dx=F(2)- lm F(u)=0
Uu——oo
—
Das Flachenstiick zwischen G und der x-Achse im Bereich —co < x <0 hat den gleichen
Inhalt wie das Flachenstick zwischen G; und der x-Achse im Bereich 0 <x<2.
e |Aussage | ist falsch, da die Funktion f im Bereich —4 < x <2 auch negative Funktionswerte
hat.
Aussage I ist richtig, da die Voraussetzungen der entsprechenden Formel im Formel-
dokument erfllt sind.
1'r-(f(x))2 gibt den Flacheninhalt einer Kreisscheibe mit Radius f(x) an.
f

X2 + (f(x))2 =22
Der Kreis mit Mittelpunkt (0 | 0) und Radius 2 schneidet G; offensichtlich zweimal fur x <1

sowie im Punkt (2]0). Da Gy die x-Achse in (2| 0) nicht senkrecht schneidet, gibt es fiir
1< x <2 mindestens einen weiteren Schnittpunkt.



1.1.2 Gesprach zu den Inhalten des Prufungsschwerpunkts

zu Aufgabe b:
e Material:

x-(x-2)-e* =c, celR

Betrachtet wird die Gleichung x-(x —2)-ex =c mit c eIR. Untersuchen Sie mithilfe der
Abbildung, fur welche Werte von c diese Gleichung genau zwei Losungen besitzt.

Die Anzahl der Losungen der betrachteten Gleichung entspricht der Anzahl der Schnittpunkte
von G; und der Gerade mit der Gleichung y=c.

Die y-Koordinaten der Extrempunkte von G; sind y4 = f(—\/i) = (2 + 2\/5) : e_*/§ und
Yo = f(\/i) = (2 - 2\/5) .e¥2 _Damit ergeben sich c € Jy4;0] und c =y, als die gesuchten

Werte von c.
e Begrinden Sie, dass die Funktion f nicht umkehrbar ist.

Es gibt Werte von c, fur die die Gleichung x - (x - 2) .e* =c mehr als eine Lésung hat.

e Es gibt Intervalle I, sodass die in | definierte Funktion f mit f(x) =f(x) umkehrbar ist.
Geben Sie groRtmaogliche solche Intervalle an.

Jreoi=v2], [-V2iv2], [V25+ed]

zu Aufgabe a:
Material:

h:x»—>x-(x—2)2 -eX, xelR

Betrachtet wird die in IR definierte Funktion h:x — x-(x —2)2 eX.

e Untersuchen Sie die Funktionen h und f auf Gemeinsamkeiten und Unterschiede, die ohne
weitere Rechnung erkennbar sind.

Gemeinsamkeiten:
¢ Beide Funktionen haben die Nullstellen 0 und 2.
e Fir x> 2 verlaufen die Graphen beider Funktionen oberhalb der x-Achse.
e Esgilt lim f(x)= lim h(x)und lim f(x)= lim h(x).
X—>—0©0 X—>—00 X—>+00 X—>+o0
Unterschiede:
¢ 2 ist eine einfache Nullstelle von f, aber eine doppelte Nullstelle von h.
e Der Graph von f verlauft fir x <0 oberhalb und fir 0 < x < 2 unterhalb der x-Achse; der
Graph von h verlauft fir x <0 unterhalb und fiir 0 < x <2 oberhalb der x-Achse.



e Material:
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Skizzieren Sie den Graphen von h.
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zu Aufgabe d:
Material:

X
Fox— [ f(t)dt, xeR
-2

X
Gegeben ist die in IR definierte Integralfunktion F: x — _[ f(t)dt.

-2
e Skizzieren Sie den Graphen von F.
y

AN

TN
/

X
6| 5| 4| B[22 4 o \| 2] 3

e Geben Sie an, welche Bedeutung die Koordinaten der Extrempunkte des Graphen von F fir die
Funktion f haben.

Da F eine Stammfunktion von f ist, stimmen die Extremstellen von F mit den Nullstellen von f
tiberein. Der Graph von F hat somit die Extrempunkte (0|F(0)) und (2|F(2)). F(0) ist der

Inhalt des Flachenstiicks, das G mit der x-Achse im Bereich —2 < x <0 einschlieRt. F(2) ist
die Differenz aus F(O) und dem Flachenstick, das G mit der x-Achse im Bereich 0 <x <2

einschlief3t.

ohne direkten Bezug:

e Betrachtet wird eine in IR definierte ganzrationale Funktion g. Beurteilen Sie, ob folgende
Aussage richtig ist:

Hat die erste Ableitungsfunktion von g genau n verschiedene Nullstellen, so hat der Graph
von g genau n Extrempunkte.

Die Aussage ist falsch. Die erste Ableitungsfunktion der in IR definierten Funktion x +— x> hat
beispielsweise die einzige Nullstelle 0; da es sich jedoch um eine doppelte Nullstelle (also eine
Nullstelle ohne Vorzeichenwechsel) handelt, hat der Graph von x — x3 keinen Extrempunkt.



1.2 Prufungsteil 2 (Stochastik)

1 Material:

Anzahl der Computerarbeitsplatze: 30
Anzahl der Schilerinnen: 5

Im Computerraum eines Gymnasiums stehen 30 Computerarbeitsplatze zur Verfigung. Fur flnf
Schilerinnen wird jeweils ein Arbeitsplatz zufallig ausgewahlt.

a Geben Sie einen Term an, mit dem die Anzahl der MAglichkeiten berechnet werden kann, funf
Arbeitsplatze auszuwahlen, und erlautern Sie den Term.

30) 30-29.28-27-26
5)" 5!

Es werden funf Elemente aus einer Menge von 30 Elementen ausgewahlt, wobei die
Reihenfolge der Auswahl keine Rolle spielt. Daher kann man diese Anzahl mithilfe des
Binomialkoeffizienten berechnen. Der Zahler des Bruchterms gibt die Anzahl der
Méglichkeiten an, fiinf von 30 Arbeitsplatzen unter Beachtung der Reihenfolge auszuwahlen,
der Nenner die Anzahl der Permutationen der finf ausgewahlten Arbeitsplatze.

b Material:
ny ( n
k) (n=k
n

Der Binomialkoeffizient (k) gibt die Anzahl der Méglichkeiten an, aus n Elementen

k Elemente auszuwahlen. Begrinden Sie damit, dass (rk]j = (n T kj gilt.

Wahlt man k Elemente aus einer Menge mit n Elementen aus, so bleiben n—k Elemente
Ubrig. Die Anzahl der Mdglichkeiten, aus einer Menge mit n Elementen k Elemente

auszuwahlen, ist demzufolge genauso grof® wie die Anzahl der Méglichkeiten, n—k
Elemente auszuwahlen.

¢ Zehn der Computer besitzen einen Bildschirm mit Blaulichtfilter. Betrachtet wird das Ereignis
E: ,Mehr als die Halfte der Schulerinnen sitzen vor einen Bildschirm mit Blaulichtfilter.”.

Erldutern Sie, wie Sie P(E) bestimmen, und geben Sie einen Term fiir P(E) an.

Die Wahrscheinlichkeit daflir, dass drei, vier oder finf Schilerinnen vor einem Bildschirm mit
Blaulichtfilter sitzen, kann wie folgt berechnet werden:

O B 9
NG




2 Material:

Sektor | A ‘ B ‘ I
Wahrscheinlichkeit | 30% ‘

Ein GllUcksrad besteht aus drei Sektoren, die mit den Buchstaben A, B und | beschriftet sind. Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einmaligem Drehen ,A* erzielt wird, betragt 30 %.

a Geben Sie einen Term an, mit dem man die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnen kann, dass
bei achtmaligem Drehen zwei- oder dreimal ,A“ erzielt wird. Erlautern Sie, welche Uber-
legungen lhrer Angabe zugrunde liegen.

8 2 6 (8 3 5
(2)0’3 0,7 +(3j-0,3 0,7

Es werden nur die Ergebnisse ,A“ und ,nicht A“ betrachtet. Die Wahrscheinlichkeit dafur, ,A*
zu erzielen, andert sich nicht, wenn das Glicksrad mehrmals gedreht wird. Daher handelt es
sich bei dem Zufallsexperiment um eine Bernoulli-Kette.

b Material:

7 . .
z (1:))0,3I .0’710—|

i=3

7 . .
Betrachtet wird der Term ' (1i0j-0,3' .0,710-1,
i=3

Beschreiben Sie im Sachzusammenhang ein Zufallsexperiment, bei dem die Wahrscheinlich-
keit eines Ereignisses mit diesem Term berechnet werden kann, und geben Sie dieses
Ereignis an.

Zufallsexperiment: Das Glicksrad wird zehnmal gedreht.

Ereignis: ,A“ wird mindestens dreimal und hochstens siebenmal erzielt.

Material:
A B C D
1 |ABI-Gliucksrad
2
3 |Sektor A B I
4 |Auszahlung 2,00 € 4,00 € 0,00 €
5 [Wahrscheinlichkeit 0,3 0,1
6
7 |=(B4-1)*B5+(C4-1)*C5+(D4-1)*D5

Bei einem Gewinnspiel darf das Glicksrad fir einen Einsatz von 1€ einmal gedreht werden. Je
nachdem, welcher Sektor erzielt wird, erhalt man eine Auszahlung in Euro. Die Tabelle zeigt die
Auszahlungen mit den zugehoérigen Wahrscheinlichkeiten.

c In Zelle D5 fehlt ein Wert. Geben Sie diesen Wert an.
0,6




d Der in Zelle A7 berechnete Wert ist 0. Interpretieren Sie diese Tatsache im
Sachzusammenhang.

Mit der Formel in Zelle A7 wird der Erwartungswert des Gewinns bestimmt. Da dieser 0€
betragt, handelt es sich um ein faires Spiel, d. h. Gewinn und Verlust gleichen sich auf lange
Sicht aus.

Aufgrund der GroRRe des Sektors, der mit ,B* beschriftet ist, geht man davon aus, dass die
zugehorige Wahrscheinlichkeit 10 % betragt. Das Gliicksrad wird 200-mal gedreht. ,B* wird
dabei genau 30-mal erzielt.

e Beurteilen Sie, ob man daraus schlie3en kann, dass die Wahrscheinlichkeit dafir, dass ,B*
erzielt wird, in Wirklichkeit groRer als 10 % ist.

Auch wenn der Erwartungswert dafiir, wie oft bei 200 Drehungen ,B* erzielt wurde, den Wert
20 hat, kann man aus dem erzielten Ergebnis nicht folgern, dass die Trefferwahrscheinlich-
keit fur ,,B* grof3er als 10 % ist, da Abweichungen vom Erwartungswert moéglich sind.

f Erlautern Sie ausgehend von diesem Sachzusammenhang die Vorgehensweise bei einem
einseitigen Signifikanztest. Nennen Sie dabei die Uberlegungen, die bei der Wahl Ihrer Null-
hypothese im Vordergrund stehen.

Um einen Anhaltspunkt dafiir zu gewinnen, ob p gréRer als 10 % ist, kann man einen

Signifikanztest durchfiihren. Dabei geht man wie folgt vor:

e Festlegung des Stichprobenumfangs: n

e Festlegungen der Testgrofie: Die ZufallsgroRe X beschreibt, wie oft ,B“ erzielt wird.

e Festlegung der Nullhypothese Hg, z.B. ,p ist gréfier als 10 %."

e Uberlegung, die zur Wahl der Nullhypothese geflhrt hat: Die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass die Nullhypothese irrtimlich abgelehnt wird (Fehler erster Art), soll mdglichst klein

sein. Damit minimiert man das Risiko, dass man bei der Festlegung der Auszahlung fir ,B*
irrtimlich nicht von p > 10 % ausgeht und 6fter, als zu erwarten ist, eine hdhere Aus-

zahlung leisten muss.
e Festlegung des Signifikanzniveaus a, z.B. a=5%

e Ermitteln der Entscheidungsregel mithilfe des Ansatzes P81 (X < k) <0,05, d.h.
Konstruktion eines moglichst grofRen Ablehnungsbereichs, sodass der Wert der
ZufallsgréRe X mit einer Wahrscheinlichkeit von hochstens 5 % in diesem Bereich liegt

¢ |n diesem Beispiel findet man mithilfe der Entscheidungsregel eine obere Grenze k dafir,
wie oft ,B“ erzielt wird.

e Durchflhren des Tests
¢ Die Nullhypothese wird abgelehnt, wenn héchstens k-mal ,B* erzielt wird.
g Beurteilen Sie folgende Aussage:
Liegt das Ergebnis der Stichprobe im Ablehnungsbereich, so ist die Nullhypothese falsch.

Mithilfe des Signifikanztests kann man statistisch gestlitzte Entscheidungen treffen, aber
nicht entscheiden, ob eine Hypothese wahr oder falsch ist. Somit ist die Aussage falsch.

10



2 Beispiel 2

2.1 Prufungsteil 1 (Analysis)

2.1.1 Aufgaben fir einen zusammenhangenden Vortrag

1 Betrachtet wird folgende Definition:
Eine Funktion f mit Definitionsbereich D heil$t streng monoton zunehmend, wenn fiir alle
X1,Xo €D mit x4 < x5 die Ungleichung f(x4)<f(x5) gilt.
Erlautern Sie diese Definition anhand einer Skizze.

In(2
2 Gegeben ist die Funktion g: x — @ mit y
Definitionsbereich D =IR™ . Die Abbildung zeigt den 1 1
Graphen von g. X

a Bestimmen Sie rechnerisch das Verhalten von g fur

X — 0 und x - +oo sowie die Nullstelle von g. =1 II

b Fir die erste Ableitungsfunktion von g gilt

g'(x) = % Untersuchen Sie mithilfe von g’ das Monotonieverhalten von g und geben Sie
X

die Koordinaten und die Art des Extrempunkts des Graphen von g an.

3 a Erklaren Sie, was man unter einer umkehrbaren Funktion versteht, und unterstttzen Sie lhre
Erklarung durch Einbeziehung geeigneter Beispiele fir umkehrbare und nicht umkehrbare
Funktionen.

b Begrunden Sie, dass die in IR definierte Funktion f: x — 2x +cosx streng monoton zu-
nehmend ist, und erklaren Sie, warum allgemein aus der strengen Monotonie einer Funktion f
ihre Umkehrbarkeit folgt.

2
4 Der Graph der in IR definierten Funktion f:x+— e ™ (vgl. y
Abbildung) hat den Hochpunkt (0] 1) als einzigen Extrempunkt. 4
/ N
Hinweis: Ein Term einer Stammfunktion von f kann nicht % N |«
berechnet werden. b 1 1o >

a Begrinden Sie, dass jede Stammfunktion von f streng monoton

zunehmend ist.

b Untersuchen Sie, unter welchen Bedingungen fiir a,b IR \ {0} jede Stammfunktion der in IR
definierten Funktion g:x — a-f(x)+b streng monoton abnehmend ist.

11



Erwartungshorizont:

1 |lIst f streng monoton zunehmend, so flhrt eine VergroRerung des
x-Werts stets zu einer Vergroferung des zugehdrigen Funktions- f(x,)
werts (vgl. Abbildung).
f(x4)1
2 a —>—©
In(2x)
lim g(x)= lim =—00
x—>Og( ) -0 _X
-0
>0
—>+0
. . In(2x) . .
lim g(x)= lim =0, da fiir x -+ In(2x) langsamer wéchst als x.
X—>+00 X—>+00
+00
g(x)=0<In(2x)=0 = 2x =1 x=1
b g(x)=0=In(2x)=1=2x=e o x=2
gistin ]0;%} streng monoton zunehmend und in [%;+OO|: streng monoton abnehmend.
. (e2
Hochpunki: (E | g)
3 a | Eine Funktion heil3t umkehrbar, wenn zwei verschiedenen x-Werten stets zwei verschiedene
Funktionswerte zugeordnet werden.
Beispiele fur umkehrbare Funktionen: x — %x +2 (xelR), x—e* (xelR)
Beispiele fiir nicht umkehrbare Funktionen: x — x2 (xelR), x+—sinx (xelR)
b|f(x)=2- sinx >0, d.h. fist streng monoton zunehmend.
——
e[—1;1]
Fur zwei verschiedene x-Werte x4,x, gilt entweder x4 < x5 oder x4 > Xo. Gemal der
Definition aus Aufgabe 1 folgt f(x) = f(x,) und damit die Umkehrbarkeit von f.
4a o 5 o ' _ _ _X2 .
Fiir jede Stammfunktion F von f gilt F'(x)=f(x)=e™* >0, somit ist F streng monoton
zunehmend.
b |Der Graph von g, der aus dem Graphen von f durch Streckung mit Faktor a in y-Richtung

und anschlieRender Verschiebung um b in positive y-Richtung hervorgeht, hat die Gerade
y =b als Asymptote und den Extrempunkt (0 |a+ b). Also verlauft der Graph von g genau

fir b<0 und a+b <0 nicht oberhalb der x-Achse.




2.1.2 Gesprach zu den Inhalten des Prufungsschwerpunkts

zu Aufgabe 1:
e Grenzen Sie den Begriff ,streng monoton zunehmend®“ vom Begriff ,monoton zunehmend* ab.
Eine Definition des Begriffs ,monoton zunehmend erhélt man, indem man , f(x4) <f(x5)*

durch ,f(x4)<f(x, )" ersetzt; der Graph einer monoton zunehmenden Funktion kann als auch
waagrecht verlaufende Abschnitte enthalten.

zu Aufgabe 2:

e Unter allen Tangenten an den Graphen von g gibt es genau eine mit minimaler Steigung.
Beschreiben Sie, wie man eine Gleichung dieser Tangente bestimmen koénnte.

Von den Nullstellen von g” ist diejenige mit einem Vorzeichenwechsel von — nach + die Stelle
X mit minimaler Steigung.

Die Gleichung der gesuchten Tangente hat die Form y=mx +t. Dabei gilt m = g’(xo) ; tist die

Lésung der Gleichung g(xg)=m-xg +t.

zu Aufgabe 3:

e Beurteilen Sie, ob es eine Funktion gibt, die in ihrem Definitionsbereich nicht streng monoton
verlauft, aber trotzdem umkehrbar ist.

Die Funktion x n—>% mit Definitionsbereich D = IR\{O} ist umkehrbar, aber in D nicht streng
monoton.

zu Aufgabe 4:
Material:

2
h:x—x-e %, xelR

2
Betrachtet wird die in IR definierte Funktion h:x — x-e X .

e Ein Term einer Stammfunktion der Funktion f aus Aufgabe 4 kann nicht berechnet werden.
Erklaren Sie, warum sich hingegen ein Term einer Stammfunktion von h bestimmen Iasst, und
bestimmen Sie einen solchen Term.

Der gegebene Funktionsterm von h ist von der Form a-f’(x)-ef(x) mit a = —% und f(x)= —x2.

2
Somit ist —1.e~*

2 ein Term einer Stammfunktion von h.

¢ Untersuchen Sie den Graphen von h auf Symmetrie und geben Sie die Nullstelle von h an.

2

Wegen h(-x) = —x.e () = —h(x) ist der Graph von h symmetrisch zum Koordinaten-
ursprung.

Nullstelle: 0

e Esgilt lim h(x)=0.Geben Sie die Bedeutung dieser Tatsache fiir den Graphen von h an.
X—>+00

Der Graph von h hat die x-Achse als Asymptote.
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e Der Graph von h hat genau einen Hochpunkt. Skizzieren Sie den Graphen von h.

y

¢ Untersuchen Sie, ob das sich ins Unendliche erstreckende Flachenstiick, das im ersten
Quadranten zwischen dem Graphen von h und der x-Achse liegt, einen endlichen Inhalt hat.

2 2 27K K2
Ix-e_x dx = lim [—le_x } = lim (—le_ +1J=l
0 k—>+oo| 2 0 kot 2 2 2

Das betrachtete Flachenstick besitzt einen endlichen Inhalt.
ohne direkten Bezug:

e Material:

g:XHIn(x2+1)

Gegeben ist die Funktion g: x +— In(x2 + 1) mit maximalem Definitionsbereich Dg.
Begriinden Sie, dass Dg =IR qilt und dass g den Wertebereich IRS hat.

Wegen x* +1>0 gilt Dy =IR.
Fir x IR nimmt x2 alle Werte in [0;+0] , x2 +1 alle Werte in [1;+00] und somit In(x2 +1)

alle Werte in [0;+oo[ an, d.h. der Wertebereich von g ist IRg.

e Material:

h:x—In(f(x)), D =]-2;+o[

Betrachtet werden eine in IR definierte Funktion f und die Funktion h: x—In f(x)) mit

maximalem Definitionsbereich Dy,. Es gilt Dy, = ]—2;+oo[. Erklaren Sie, welche Eigenschaft von f
daraus folgt, und geben Sie einen moglichen Funktionsterm von f an.

Die Funktionswerte f(x) sind genau fiir x > -2 positiv.

f(x)=x+2

2.2 Prufungsteil 2 (Geometrie)

1 Betrachtet werden zwei Ebenen E und F.

a Nennen Sie die mdglichen gegenseitigen Lagebeziehungen von E und F.

e E und F sind parallel, jedoch nicht identisch.
e E und F sind identisch.

e E und F schneiden sich in einer Gerade.
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b Angenommen, E und F sind parallel, jedoch nicht identisch. Beschreiben Sie, wie man dies
nachweisen kann.

Man weist nach, dass die Normalenvektoren ng und ng der beiden Ebenen linear abhangig
sind und dass ein beliebiger Punkt der einen Ebene nicht in der anderen liegt.

Material:

E:xq4+2x, -3x3+8=0
F:2xq4+4xy -6x3 =0

Es wird nun der konkrete Fall betrachtet, dass die beiden Ebenen durch
E:Xxq+2%x5 -3x3 +8=0 und F:2x4+4x, —6x3 =0 gegeben sind.

¢ Untersuchen Sie die gegenseitige Lage von E und F.

1 2
2:| 2 |=| 4 |;(0]0]0)eF, (0]0]0)¢E
~3) |-6

E und F sind parallel, jedoch nicht identisch.

d Die Ebenen E und F sind zueinander symmetrisch beztiglich einer Ebene H. Beschreiben Sie,
wie man rechnerisch eine Gleichung von H bestimmen kann.

Man wabhlt einen Punkt Q in E und einen Punkt R in F. Ist M der Mittelpunkt der Strecke Q_R,
dann hat H die Gleichung fig o (i —W) 0.

Nun wird der Fall betrachtet, dass sich die Ebenen E und F in einer Gerade g schneiden.

e Beschreiben Sie, wie man die Grofte des Winkels berechnen kann, unter dem sich die
Ebenen E und F schneiden.

. . .. .. Rg on .
Die gesuchte WinkelgréRe a kann tber den Zusammenhang cosa = ﬁ ermittelt
Ng|-NE

werden.

f Beschreiben Sie, wie man eine Gleichung einer Ebene W ermitteln kann, bezuglich der E und
F zueinander symmetrisch sind.

Man wahlt Normalenvektoren von E und F, die die gleiche Lange haben. Addiert man diese
beiden Vektoren, erhalt man einen Normalenvektor ﬁW einer solchen Ebene W. Somit ist

Ny © (5(' - ﬁ) =0 eine Gleichung von W, wobei A ein beliebiger Punkt auf g ist.

2 Material:

Ej:2xy, +x3+2-a=0, aclR
Eg:2xo +x3+2=0
K: Kugel mit Mittelpunkt M(0|4|3) und Radius r =2

Gegeben ist die Schar der Ebenen E, :2x5, +x3 +2-a=0 mit aclR.

a Beschreiben Sie die besondere Lage der Ebene Eg : 2x, + X3 +2 =0 im Koordinatensystem
und geben Sie die Koordinaten der Schnittpunkte von E; mit den Koordinatenachsen an.

Eq ist parallel zur x1-Achse.

Schnittpunkte von Eq mit den Koordinatenachsen: (0|-1/0), (0]0|-2)

15



Nun wird zusatzlich die Kugel K mit Mittelpunkt M(0|4|3) und Radius r =2 betrachtet.

b Zeichnen Sie die Schnitte der Ebene Ej und der Kugel K mit der x,x3-Ebene in ein
Koordinatensystem ein und beurteilen Sie, ob sich Ey und K schneiden.

X3 Da E( parallel zur x{-Achse ist, schneiden sich Ey und K
K nicht.

= N W H~ O

-2 - 1 2 3 4 5 6
-2
31\ E

0
Es gibt Werte von a, fur die sich die Ebene E, und die Kugel K berGhren.

¢ Beschreiben Sie, wie man diese Werte berechnen kann.

Die gesuchten Werte sind die Lésungen der Gleichung ‘M =2, die sich aus der

5

Hesse’schen Normalform von E, ergibt.

d Geben Sie die Anzahl dieser Werte an und begriinden Sie lhre Angabe.
Anzahl der Werte: 2

Alle Ebenen der Schar sind parallel zueinander. Die Ebene E, schneidet die x3-Achse bei

X3 =a—2, somit ist jede Ebene, die zu einer Ebene der Schar parallel ist, ebenfalls eine
Ebene der Schar.
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3 Beispiel 3

3.1 Priifungsteil 1 (Stochastik)

3.1.1 Aufgaben fir einen zusammenhangenden Vortrag

1 Betrachtet wird ein Glicksrad mit verschiedenfarbigen Sektoren. Die Wahrscheinlichkeit dafir,
dass bei einmaligem Drehen des Glucksrads der rote Sektor erzielt wird, betragt 30 %. Das
Glicksrad wird n-mal gedreht. Die ZufallsgroRe X gibt an, wie oft der rote Sektor erzielt wird.

a Zunachst wird der Fall n =20 betrachtet. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit der
folgenden Ereignisse:
A: ,Der rote Sektor wird hochstens achtmal erzielt.”
B: ,Der rote Sektor wird mindestens achtmal erzielt.”
b Eines der folgenden beiden Histogramme stellt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X fir
n =20 dar. Beurteilen Sie, welches Histogramm dies ist.
I [l
0.2 0.2
o ;r!ﬂﬂ%k o ;m
k k

0]2468101214161820 012468101214161820

¢ Im Zusammenhang mit dem Glicksrad wird folgende Rechnung durchgefuhrt:

100
Po3 (X<k)<0,1
Po% (X<23)~0,076; Py% (X <24)~0,114; somit: k <23

Erlautern Sie die Rechnung im Sachzusammenhang. Beschreiben Sie eine Fragestellung im
Zusammenhang mit einem Signifikanztest, die dabei untersucht werden kénnte.

d Beschreiben Sie unter Einbeziehung des zugehdrigen Histogramms, wie sich die
Wabhrscheinlichkeitsverteilung, insbesondere der Erwartungswert und die Standard-
abweichung der ZufallsgréRe X verandern, wenn n grof3er wird und p gleich bleibt.

2 Die Betreiber einer OImihle fiillen Rapsél in Glasflaschen ab. Das Volumen des in einer
Flasche abgefullten Rapsdls in Millilitern kann durch eine normalverteilte ZufallsgréRe
beschrieben werden. Ein Term der zugehdrigen Dichtefunktion ist durch

(x-750)?

450 gegeben.

CRC

a Erklaren Sie, wie man aus dem gegebenen Term der Dichtefunktion den Erwartungswert
und die Standardabweichung fur das abgefullte Volumen an Rapsol in Millilitern entnehmen
kann, und geben Sie die beiden Werte an.

b Skizzieren Sie den Graphen der Dichtefunktion und erlautern Sie den Zusammenhang
zwischen dem Graphen der Dichtefunktion und der Wahrscheinlichkeit daflir, dass das
Volumen des abgeflllten Rapsdéls um weniger als eine Standardabweichung vom
Erwartungswert abweicht.

2

z _ (x-750)
¢ Betrachtet wird die Ungleichung j\/ﬁ-e 450 dx<0,1.
m

Lésen Sie die Ungleichung auf Ganze genau. Formulieren Sie eine Garantie, die die Be-
treiber der Olmiihle hinsichtlich des Volumens des abgefiillten Rapsols aussprechen kénnen.
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Erwartungshorizont:

1a

P(A)=PZ% (X <8)~88,7%

P(B)=P&% (X28)=1-PJ3 (X<7)~22,8%

Wegen E(X)=0,3-20=6 ist P(X=k) fiir k=6 maximal. Somit: Histogramm |

Das Glicksrad wird 100-mal gedreht. Es wird untersucht, fir welche Anzahlen k die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der rote Sektor hochstens k-mal erzielt wird, hochstens 10 %
betragt.

Durch systematisches Probieren findet man flir die obere Grenze von k den Wert 23.

Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass der rote Sektor héchstens k-mal erzielt wird, ist genau
dann hochstens 10 %, wenn k<23 gilt.

Es wird anhand einer Stichprobe von 100 Drehungen die Nullhypothese ,Der rote Sektor
wird mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 30 % erzielt.“ auf einem Signifikanzniveau
von 10 % getestet.

Der Erwartungswert und die Standardabweichung von X werden gréRer, da p=n-0,3 und
0=4/0,3-0,7 -n gilt. Die einzelnen Rechtecke im Diagramm besitzen im Mittel bei gleicher
Breite eine geringere Hohe.

2a

Der Erwartungswert 1asst sich direkt ablesen: y=750; fir die Standardabweichung o gilt

2-02:450,also o=15.

@(x)

700 I 800

735 765

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Volumen des abgefillten Rapséls um weniger als
eine Standardabweichung vom Erwartungswert abweicht, entspricht dem Inhalt des
Flachenstiicks, das der Graph der Dichtefunktion und die x-Achse im Bereich 735 < x <765
einschlielRen.

730 (x-750)? 731 (x-750)
Mit 1_.e 450 dx~0.091 und 1_.e 450 dx~0,103 ibt sich
I _J;Ome X ) un _{Ome X , erqgibt sic
z<730.

Die Betreiber der Olmihle kénnen garantieren, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine
Flasche 730 mlL Rapsdl oder weniger enthalt, kleiner als 10 % ist.
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3.1.2 Gesprach zu den Inhalten des Priufungsschwerpunkts

ohne direkten Bezug:

Material:

Eine Urne enthalt drei schwarze und zwei weilte Kugeln. Es wird zweimal eine Kugel zufallig

(1) mit ZurGcklegen
(2) ohne Zurtcklegen

gezogen. Die ZufallsgréfRe X beschreibt die Anzahl der gezogenen weil3en Kugeln.

¢ Erlautern Sie fir beide Vorgehensweisen, wie die Wahrscheinlichkeitsverteilung fir X bestimmt
werden kann.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X kann beispielsweise mithilfe eines Baumdiagramms
unter Verwendung der Pfadregeln bestimmt werden.

(1) Ziehen mit Zurlicklegen: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine weille Kugel gezogen
wird, ist sowohl beim ersten als auch beim zweiten Zug 0,4.

(2) Ziehen ohne Zurtcklegen: Die Wahrscheinlichkeit dafur, dass eine weil’e Kugel gezogen
wird, andert sich beim zweiten Zug.

e Bestimmen Sie fur beide Vorgehensweisen die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zuerst eine
schwarze und dann eine wei3e Kugel gezogen wird.

(1) Ziehen mit Zurlcklegen: 0,6-0,4 =0,24

c = .3 2_3
(2) Ziehen ohne Zurtcklegen: 5410

¢ Bestimmen Sie fir das Ziehen ohne Zuriicklegen die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass im ersten
Zug eine weille Kugel gezogen wurde, wenn im zweiten Zug auch eine weil3e Kugel gezogen
wird.

Stellen Sie einen Zusammenhang zum Begriff ,stochastische Unabhangigkeit* her.

A: ,Im ersten Zug wird eine weile Kugel gezogen.
B: ,Im zweiten Zug wird eine weile Kugel gezogen.®

_ 2. 21,3 2_2. _2 1_1
P(A)=5:P(B)=5-3+5 45 P(AnB)=5-3=%
PACE) 3
PB(A):W:Z:Z
5

Wegen Pg (A)=P(A) sind A und B stochastisch abhangig.

zu Aufgabe 1a:
e Formulieren Sie zu jedem der beiden Ereignisse das Gegenereignis.

A ,Der rote Sektor wird mindestens neunmal erzielt.”

B: ,Der rote Sektor wird hochstens siebenmal erzielt.”
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zu Aufgabe 1c:

¢ Das Glicksrad wird 100-mal gedreht, dabei wird 20-mal der rote Sektor erzielt. Gemal} der in

Aufgabe 2c¢ aufgestellten Entscheidungsregel wird die Nullhypothese abgelehnt. Beurteilen Sie
die folgende Aussage:

Mit dem Test wurde der Nachweis erbracht, dass der rote Sektor tatsédchlich mit einer
Wahrscheinlichkeit von weniger als 30 % getroffen wird.

Die Aussage ist falsch, da der Signifikanztest keine Aussage dartber zulasst, ob die
Nullhypothese richtig oder falsch ist.

zu Aufgabe 2:
o Material:

X—-——.e 2, xelR

Beschreiben Sie, wie der Graph von ¢ aus dem Graphen der in IR definierten Funktion
2
_X—
X+ ——.e 2 hervorgeht.

J2m

2
_ X7
Der Graph von ¢ geht aus dem Graphen von x — —1_.e 2 hervor durch:

J2m
e Streckung mit dem Faktor % in y-Richtung

e Streckung mit dem Faktor 15 in x-Richtung und anschlieliende Verschiebung um 750 in
positive x-Richtung

Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass das Volumen des abgeflillten Rapséls um hdchstens k ml
von 750 ml abweicht, soll ungefahr 95 % sein. Beschreiben Sie eine Vorgehensweise zur
Bestimmung von k, bei der keine digitalen Hilfsmittel bendtigt werden.

Mithilfe der Sigma-Regeln Iasst sich ein Faktor r bestimmen, sodass gilt: Die Wahrscheinlich-
keit dafir, dass der Wert einer ZufallsgréRe héchstens um das r-Fache der Standard-
abweichung vom Erwartungswert abweicht, betragt 95 %.

3.2 Prufungsteil 2 (Analysis)

1 a Material:

fix—3e2* xeR

Gegeben ist die in IR definierte Funktion f: x — 3e?X,

Bestimmen Sie einen Term einer Stammfunktion F von f und beurteilen Sie, ob jede Stamm-
funktion von f auch eine Integralfunktion von f ist.

F(x) =%-3e2x —1,5e2%

Nicht jede Stammfunktion von f ist zugleich Integralfunktion von f, da z. B. die Funktion F
keine Nullstelle besitzt und somit keine Integralfunktion ist.
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b Beurteilen Sie, ob es eine in IR definierte Funktion g gibt, fur die gilt: Jede Stammfunktion von
g ist auch eine Integralfunktion von g.

Ja, jede Stammfunktion der in IR definierten Funktion g mit g(x) =x? ist Integralfunktion von

g, da sie einen Term der Form %x3 +C mit C eIR und somit eine Nullstelle hat.

Material:

f:tn—>aebt, telR
t: seit Beginn der Beobachtung vergangene Zeit in Jahren
f(t): Anzahl der noch nicht zerfallenen Atome

Mithilfe der in IR definierten Funktion f:t— aeP! mit a,b IR soll fir t>0 der radioaktive
Zerfall eines Stoffs modelliert werden. Dabei beschreibt t die seit Beginn der Beobachtung
vergangene Zeit in Jahren und f(t) die Anzahl der noch nicht zerfallenen Atome.

¢ Geben Sie an, welches Vorzeichen a und b jeweils haben, und begrinden Sie lhre Antwort.
a>0; f(O) =a beschreibt die Anzahl der noch nicht zerfallenen Atome zu Beobachtungs-

beginn.
b < 0; die Anzahl der noch nicht zerfallenen Atome nimmt mit der Zeit ab.

d Die Halbwertszeit des Stoffs betragt finf Jahre. Erklaren Sie, wie man den Wert von b
berechnen kann.

Man I6st die Gleichung a-eb® = 0,5a nach b auf.

2 Material:

fixs5-—2

2x2

Gegeben ist die Funktion f:x+— 5 —2% mit maximaler Definitionsmenge D. lhr Graph wird mit
X
G¢ bezeichnet.

a Geben Sie D und Gleichungen der Asymptoten von G; an.

D =IR\{0}; Gleichungen der Asymptoten: x=0, y=5
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Material:

[(6)]

w

T
N
—

1 |o [ 2 3

Die Abbildung zeigt Gs.
b Ermitteln Sie mithilfe der Abbildung die mittlere Anderungsrate von f im Intervall [1;3].

45-05 _
31 2

¢ Berechnen Sie die lokale Anderungsrate von f an der Stelle x =1.
! 9 . !
f (x):x—3, f (1):9

Material:

u:x—2%* xelR

Schritt a b

3

1 3
1 1,2
1 1,02
1 1,002
1 1,0002
1
1
1
1

(2M(-C4)-27(-B4))/(C4-B4)

1,00002
1,000002
1,0000002
1,00000002

OINOO Al WN-~|O

Betrachtet wird die in IR definierte Funktion u: x — 27 . Mithilfe eines Tabellenkalkulations-
programms soll ein Naherungswert fir u’(1) ermittelt werden. Die Abbildung zeigt ein ent-
sprechendes Tabellenblatt mit vorgegebenen Intervallgrenzen in den Spalten B und C.

d Erklaren Sie das grundsatzliche Vorgehen im Tabellenblatt und insbesondere die Bedeutung
der Formel in Zelle D4.

Die gesuchte lokale Anderungsrate wird angenahert durch die mittlere Anderungsrate in
immer kleiner werdenden Intervallen. In Zelle D4 wird der Wert des Differenzenquotienten im
Intervall [1;3] berechnet; Bezug genommen wird dabei auf die in B4 und C4 eingetragenen

Intervallgrenzen.
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e Beurteilen Sie, ob der bei Durchflihrung des Verfahrens in Zelle D12 erhaltene Naherungs-
wert groRer oder kleiner als u’(1) ist.

Der Graph von u ist linksgekriimmt, daher ist fir h >0 die Steigung der Sekante durch die
Punkte (1/u(1)) und (1+h|u(1+h)) gréRer als die der Tangente an den Graphen von u im

Punkt (1]u(1)), d.h. der ermittelte Naherungswert ist groRer als u’(1).
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4 Beispiel 4

4.1 Prufungsteil 1 (Geometrie)

4.1.1 Aufgaben fur einen zusammenhangenden Vortrag

Gerade g:X=0A+A-U (mit A eIR) betrachtet.

und n sowie ggf. des Punkts A eine passende Bedingung.

Punkts P zur Ebene E bestimmen kann.

liegt.

Sy (k k|7 —2k2) mit k IR\ {~2;2} als Spitze hat.

wird mit G bezeichnet, ihre Hohe mit h.

b Das Volumen V der Pyramide ABCDS; kann unter
Verwendung der folgenden Formel berechnet werden:

\Y z%(ﬁxﬁ) oA—S{
Diese Formel kann folgendermalien hergeleitet werden:
_1.G6.h=21.|ABxAD|-h=
v=1.Gh=1 ‘ABxAD‘ h=
=%-‘A_B'><A_D"-‘A—S1"-coscp=
- 1.(ABxAD)oAS,
=1 (ABxAD)oAS1

Erlautern Sie die einzelnen Schritte dieser Herleitung unter
Zuhilfenahme der Abbildung.

produkts direkt mithilfe der Formel V :%-G -h bestimmt werden.
Begriinden Sie, dass h=6 gilt, und berechnen Sie V mit dieser Formel.

Nun wird allgemein die Pyramide ABCDS) betrachtet.

groler als 2025 ist.

Das Quadrat ABCD ist die Grundflache der Pyramide ABCDS, , die den Punkt

d Erlautern Sie, warum es sinnvoll ist, die Werte k = -2 und k =2 auszuschlieRen.

1 Im dreidimensionalen Raum werden eine Ebene E, die den Normalenvektor n hat, sowie die

a Beschreiben Sie die moglichen gegenseitigen Lagebeziehungen der Ebene E und der Ge-
rade g. Formulieren Sie fiir jede dieser Lagebeziehungen unter Verwendung der Vektoren u

b Erlautern Sie anhand einer Skizze, wie man mithilfe einer Lotgerade den Abstand eines

2 Gegeben ist das Viereck ABCD mit A(2|1]-1), B(0|3|-1), C(-2]1|-1) und D(0|-1|-1).

a Weisen Sie nach, dass das Viereck ABCD ein Quadrat ist, welches parallel zur x4x,-Ebene

Zunéchst wird die Pyramide ABCDS4 mit Sy (1 [1] 5) betrachtet. Der Inhalt ihrer Grundflache

AB x AD

¢ Das Volumen V der Pyramide ABCDS4 kann auch ohne Nutzung des Skalar- und Vektor-

e Beurteilen Sie, ob es einen Wert von k gibt, fiir den das Volumen der Pyramide ABCDS

24




Erwartungshorizont:

1a | Lagebeziehung Bedingung
g verlauft echt parallel zu E. U und n stehen senkrecht zueinander und A liegt
nicht in E.
g liegt in E. U und n stehen senkrecht zueinander und A liegt
in E.
g schneidet E in einem Punkt. | U und n stehen nicht senkrecht zueinander.
b |Die Lotgerade | verlauft durch P und steht senkrecht zu E, sie hat

somit die Gleichung X=OP +p-ii (pelR).

Der Punkt F ist der Schnittpunkt von E und L. Ist E beispielsweise
durch eine Gleichung in Koordinatenform gegeben, so kann man
die Koordinaten von F berechnen, indem man die Koordinaten des

Vektors OP +-A in E einsetzt.

Der Abstand von P zu E ist der Betrag des Vektors FP.

2a

Nachweis, dass ABCD ein Quadrat ist:

-2
° ATB' = 2 |= 56 also ist ABCD ein Parallelogramm.
0
—_— _2 — —_— — —_—
e AD=|-2|; ABoAD:2-(—2)+(—2)-(—2)=0, also gilt AB 1. AD.
0
. ﬁ\ =\E

Da die x3-Koordinaten der Punkte A, B, C und D alle den gleichen Wert haben, liegt ABCD
parallel zur x4x,-Ebene.

Da das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist, kann sein Flacheninhalt durch den Term
‘ﬁ x AD angegeben werden.

Wendet man die Definition des Kosinus als Seitenverhaltnis von Gegenkathete und

Hypotenuse auf das in der Abbildung dargestellte rechtwinklige Dreieck an, so erhalt man

cos @ = —- und somit hz‘A—S{‘-coscp.

=

Der Vektor ABx AD steht senkrecht zu E, somit hat der Winkel zwischen den Vektoren
ABxAD und A—S{ ebenfalls die Grofie ¢. Mit der (geometrischen) Definition des
Skalarprodukts ergibt sich ‘ﬁ x ﬁ‘ . ‘A—S{‘ -COS(P = (ﬁ X ﬁ) o r& .

Das Viereck ABCD liegt parallel zur x4x,-Ebene, somit ist h die Differenz der
x3-Koordinaten von S, und eines beliebigen Eckpunkts, d.h. h=5-(-1)=6.

vz%.e-h=%~(2ﬁ)2 .6=16



Wegen 7—2-(—2)2 =—1 bzw. 7 -2-2? =—1 haben die Punkte S_, und S, jeweils die
gleiche x3-Koordinate wie die Eckpunkte der Grundflache ABCD, somit sind ABCDS_, und
ABCDS, keine raumlichen Korper.

e |Es gibt solche Werte. Begriindung: Es gilt lim (7 —k2) — —w, d.h. fiir k — +oo strebt die

k— +o
x3-Koordinate von S, gegen —« . Folglich konnen die Hohe h und das Volumen der
Pyramide ABCDS, beliebig gro® werden.

4.1.2 Gesprach zu den Inhalten des Prifungsschwerpunkts

zu Aufgabe 1:

¢ Mithilfe einer Lotgerade kann der Abstand eines Punkts P zu einer Ebene E bestimmt werden
(vgl. Aufgabe 1b). Beschreiben Sie ein weiteres mogliches Vorgehen, diesen Abstand zu
bestimmen.

Mithilfe des Einheitsvektors —--f des Normalenvektors i der Ebene E sowie eines beliebigen

A
Punkts B auf E kann der Abstand von P zu E mit dem Term (%ﬁj o (JD —@) berechnet

werden.

zu Aufgabe 3:

e Beurteilen Sie, ob die die Formel V =%&ﬁ xAD|o AS fur jede Pyramide mit viereckiger
Grundflache ABCD zur Berechnung des Volumens verwendet werden kann.

Nein, wenn der Inhalt des Vierecks ABCD nicht doppelt so grof wie der Inhalt des Dreiecks
ABD ist, dann gilt die Formel nicht.

e Beschreiben Sie ein Vorgehen zur Berechnung des Volumens einer Pyramide mit einer funf-
seitigen Grundflache, wenn die Koordinaten der Spitze sowie aller Eckpunkte der Grundflache
bekannt sind.

Mithilfe einer Zerlegung der flinfeckigen Grundflache in drei Dreiecke ergibt sich das Volumen
der betrachteten Pyramide als Summe der Volumina dreier Teilpyramiden, die jeweils eine drei-
eckige Grundflache und die Spitze der flnfseitigen Pyramide als Spitze haben.

¢ Beschreiben Sie ein Vorgehen zur Berechnung des Oberflacheninhalts der Pyramide ABCDS;.

Der Oberflacheninhalt von ABCDS; ergibt sich als Summe des Inhalts der Grundflache und
der Inhalte der vier dreieckigen Seitenflachen.

Inhalt der Grundflache: ‘Kﬁ x KB‘ . Inhalt der Seitenfliche ABS: %-‘KB v E‘ usw.
e Es gibt genau einen Wert k, fur den die Pyramide ABCDS| symmetrisch bezlglich der
Xo X3 -Ebene ist. Ermitteln Sie diesen Wert.
Die Pyramide ABCDS, ist genau dann symmetrisch bezlglich der x,x3-Ebene, wenn die

Spitze Sy (k | k| 7—2k2) in der x,x3-Ebene liegt. Dies ist genau fir k =0 der Fall.
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¢ Beurteilen Sie, ob die Pyramide ABCDS4 eine Symmetrieebene besitzt, und geben Sie
gegebenenfalls eine Gleichung dieser Symmetrieebene an.

Die Eckpunkte A und C sowie die Spitze S4 haben jeweils die x,-Koordinate 1, somit liegen
diese drei Punkte in der Ebene mit der Gleichung x, =1. Die Eckpunkte B(O |3]-1) und

D(O [-1] —1) liegen in der x,x3-Ebene und sind aufgrund ihrer x,-Koordinaten 3 bzw. —1
bezlglich E: x, =1 symmetrisch zueinander. Insgesamt folgt, dass die Pyramide ABCDS, die
Symmetrieebene E:x, =1 besitzt.

4.2 Prufungsteil 2 (Analysis)

1 a Gegeben ist eine umkehrbare Funktion f mit Definitionsmenge Dy und Wertemenge Ws.
Erklaren Sie, was man unter der Umkehrfunktion von f versteht.

Die Umkehrfunktion g von f hat die Definitionsmenge W; und es gilt g(f(x)) =x fur alle
X e Df .

b Geben Sie einen Term einer in IR definierten umkehrbaren Funktion f sowie einen Term der
zugehorigen Umkehrfunktion 1 an.

f(x)=e*; §-1 (x)=Inx

Material:

h:x—(x-5)-x-(x+3), xeR

Gegeben ist die in IR definierte Funktion h:x+— (x-5)-x-(x+3).
¢ Skizzieren Sie den Graphen von h und begriinden Sie, dass h nicht umkehrbar ist.

y Die Funktion h hat mehr als eine Nullstelle.

5 2 = 1 2 3 4

d Durch Einschrankung des Definitionsbereichs von h auf ein geeignetes Intervall entsteht
jedoch eine umkehrbare Funktion. Erlautern Sie eine Vorgehensweise, wie man mdglichst
grol3e solche Intervalle finden kann.

Die erste Ableitungsfunktion h” von h ist eine quadratische Funktion und hat zwei Nullstellen
mit Vorzeichenwechsel. Man bestimmt diese Nullstellen x4 und x,; die gesuchten Intervalle

sind die Monotonieintervalle |-o0;x4], [X1;X2] und [x2;+oc[ von f.

27



e Material:

f:x—2+e*, xelR i lY I
y="1(2) 9

L

4y

{0
—

1 X

2 2

Die Abbildung zeigt den Graphen der in IR definierten Funktion f:x — 2+ e*. Der Graph von
f, die y-Achse sowie die Gerade mit der Gleichung y = f(2) begrenzen ein Flachenstick.
Durch Rotation dieses Flachenstucks um die y-Achse entsteht ein Kérper. Ermitteln Sie einen
Term, mit dem das Volumen dieses Kdorpers berechnet werden kann.

x=2+eY ox-2=¢Y ©In(x-2)=y

2+e? 9
gesuchter Term: - J' (In(x-2))" dx
3
2 Material:
Lange der Halle: 40m wolY
Hohe der Seitenwand: 10m
P(-10/0), Q(0]5), R(10]0) ) Q

-15 15

I
o
S
I
(&)
o
(&)
N
<)

Eine 40 Meter lange Halle hat auf ihrer gesamten Lange den gleichen Querschnitt. Dieser ist in
der Abbildung schematisch dargestellt. Das Dach der Halle schlie3t an die zehn Meter hohe
Seitenwand an. Die Profillinie des Dachs soll modellhaft durch eine Funktion beschrieben
werden, deren Graph durch die Punkte P(-10|0), Q(0|5) und R(10]0) verlauft. Eine
Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht einem Meter in der Realitat.

Zunachst wird fiir das Modell eine in IR definierte quadratische Funktion p verwendet.

a Ermitteln Sie einen Term von p.

p(x)=a-(x+10)-(x-10); p(0)=5<:>—100a=5<:>a=—2i0, also:
p(x)=—%-(x+10)«(x—10):—2i0x2+5

b Berechnen Sie die GréRe ¢ des Winkels, den die Dachflache mit der Seitenwand einschlief3t.

p'(X)=—75X; P'(-10)=1= ¢ = 45°+90° =135°
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Material:

fix—e*+e™, xelR

(012)

Nun soll fur das eingangs beschriebene Modell eine neue Funktion g verwendet werden. Um
diese zu definieren, wird zunachst die in IR definierte Funktion f:x — e* +e X betrachtet.

¢ Begrinden Sie, dass der Graph von f den Punkt (O | 2) als Tiefpunkt hat.
f'(x)=eX-e™; f'(x)=e* +e7%; f(0)=2, f'(0)=0, f"(0)=2>0

d Der Graph von g wird aus dem Graphen von f durch Verschiebung, Spiegelung und Streckung
in geeigneter Reihenfolge erzeugt. Beschreiben Sie, wie man einen Term von q ermitteln
kann.

Der Graph einer Funktion g wird aus dem Graphen von f durch Spiegelung an der x-Achse
und anschliefende Verschiebung um 7 in positive y-Richtung erzeugt.

Somit gilt g(x)=—f(x)+7.

Bezeichnet man die positive Nullstelle von g mit x5, so geht der Graph von g aus dem

0

Graphen von g durch Streckung mit dem Faktor )1(— in x-Richtung hervor.
2

Es gilt somit q(x):g(:—é-x)z—f(:—g-x)JJ.

e Material:

10
40-£2o.10+ | q(x)dx]

-10

10
Interpretieren Sie den Term 40-[20-10 + I q(x)dx] im Sachzusammenhang.
-10

Der Term beschreibt das Volumen der Halle in Kubikmetern.
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