
  Individuelle Lernzeitverkürzung (ILV) 
Gymnasium, Mathematik, Jahrgangsstufe 9 Stand: Mai 2021 

Seite 1 von 7 

ILV – Seminarsitzung und Studierzeit 
(ausgearbeitetes Beispiel für das Fach Mathematik) 

 

Jahrgangsstufe 9 

Fach Mathematik 

Übergreifende Bildungs- 
und Erziehungsziele  

♦ Digitale Bildung 

Zeitrahmen  eine Doppelstunde (9. Seminarsitzung) + zwei Zeitstunden (Stu-
dierzeit im Anschluss an die 9. Seminarsitzung) 

Kompetenzerwartungen 
der Seminarsitzung 

♦ Erfassen des Übergangs vom Differenzen- zum Differential-
quotienten anhand der Visualisierung des Übergangs von der 
Sekanten- zur Tangentensteigung in einem Punkt des Gra-
phen einer Funktion der Form 2x ax  

♦ Nachvollziehen der rechnerischen Herleitung des Terms der 
Ableitungsfunktion von Funktionen der Form 2x ax  

♦ Berechnen der Terme der Ableitungsfunktionen quadratischer 
Funktionen unter Nutzung der Faktor- und Summenregel 

Kompetenzerwartungen 
der Studierzeit 

♦ Anwenden der in der Seminarsitzung erworbenen Kompeten-
zen 

♦ Bestimmen der Gleichung der Tangente in einem Punkt des 
Graphen einer quadratischen Funktion; Zeichnen des Gra-
phen der Funktion und der Tangente, auch mithilfe eines 
Funktionenplotters 

Benötigtes Material / 
Medien 

Seminarsitzung: 
♦ je Schülerin und Schüler eine Kopie des Arbeitsblatts   

(ILV-M-9-9_AB.pdf) 
♦ Computer & Beamer zur Projektion der GeoGebra-Dateien 
♦ GeoGebra-Datei ILV-M-9-9_Einstieg.ggb 
♦ GeoGebra-Datei ILV-M-9-9_Vis1.ggb 
♦ GeoGebra-Datei ILV-M-9-9_Vis2.ggb 

Studierzeit: 
♦ Arbeitsauftrag für die Schülerinnen und Schüler  

(ILV-M-9-9_AA.pdf) 
♦ Erklärvideo Tangentengleichung (ILV-M-9-9_EV.mp4) 
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Vorbemerkungen 

Für die nachfolgend beschriebene Seminarsitzung wurde bewusst eine im Hinblick auf das 
Alter der Schülerinnen und Schüler inhaltlich anspruchsvolle und stofflich relativ dichte Dop-
pelstunde ausgewählt. Der Schwerpunkt der Seminarsitzung liegt dabei auf dem gemeinsa-
men Erarbeiten, das Unterrichtsgeschehen ist entsprechend ausgestaltet. „Hefteintrag“ oder 
„Tafelbild“ sind bewusst nicht explizit ausgewiesen, da dies von der individuellen (methodi-
schen) Ausgestaltung dieser Seminarsitzung sowie der ILV im Allgemeinen abhängt; wichti-
ge inhaltliche Erkenntnisse sind aber deutlich markiert. 

Aus der 7. und 8. Seminarsitzung sowie aus den Studierzeiten zwischen der 7. und 8. sowie 
der 8. und 9. Seminarsitzung werden insbesondere die folgenden Kompetenzen vorausge-
setzt: 
♦ Interpretieren der Steigung in einem Punkt eines Graphen als Tangentensteigung; graphi-

sches Bestimmen dieser Steigung 

♦ graphisches Ermitteln der Tangentensteigung xm  an mehreren Punkten ( )( )x | f x  des 
Graphen einer Funktion f und Eintragen der Punkte ( )xx | m  in dasselbe Koordinatensys-
tem 

♦ Beschreiben der Ableitungsfunktion als Funktion, die jeder Stelle x die Steigung des Gra-
phen an dieser Stelle zuordnet 

♦ Begründen aus der Anschauung heraus, dass ( )f x m′ =  der Term der Ableitung einer 
Funktion f mit ( )f x mx t= +  ist 

♦ Aufstellen von Geradengleichungen bei gegebener Steigung und gegebenem Geraden-
punkt (Wiederholung) 
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Überblick über die 9. Seminarsitzung 
 
Phase Inhalt  Material Zeitbe-

darf 
(zur groben 
Orientierung) 

Wiederholung Eingehen auf Fragen zur vorangegange-
nen Studierzeit  

 10 min 

Motivation /  
Problematisierung 

Nachbau einer Mountainbike-Sprungram-
pe, wobei der Absprungwinkel 45° betra-
gen soll → Im Folgenden Untersuchung, 
ob dafür die Breite der Rampe verändert 
werden muss 
Zunächst: Frage nach der Steigung der 
bestehenden Rampe beim Absprung bzw. 
(anschließend an Modellierung) nach der 
Steigung der Funktion f mit ( ) 2f x 0,25x=  
im Punkt ( )( )P 2,2 | f 2,2  

Präsentation: 
ILV-M-9-9_ 
Einstieg.ggb 

10 min 

Motivation der 
rechnerischen 
Bestimmung 

Zeichnerische Bestimmung der Steigung 
des Graphen von f im Punkt P durch Ein-
zeichnen der Tangente → Motivation der 
rechnerischen Bestimmung der Steigung 

Arbeitsblatt: 
ILV-M-9-9_ 
AB.pdf 

5 min 

Erarbeitung  Rechnerische Bestimmung der Steigung 
einer Sekante mithilfe des Differenzen-
quotienten sowie rechnerische Bestim-
mung der Steigung der Tangente im 
Punkt P mithilfe des Differentialquotienten 

Visualisie-
rung (beglei-
tend): 
ILV-M-9-9_ 
Vis1.ggb 

20 min 

Problematisie-
rung / Motivation 

Umkehrung der Problemstellung: Bestim-
mung des x-Werts zu einer vorgegebenen 
Steigung (hier: 1) → Notwendigkeit eines 
Funktionsterms der Ableitungsfunktion 

 5 min 

Erarbeitung 
 
 
Rückschluss 

Rechnerische Bestimmung eines Funkti-
onsterms der Ableitung f' von f mithilfe 
des Differentialquotienten 
→ Lösung des Anfangsproblems 

Visualisie-
rung (beglei-
tend): 
ILV-M-9-9_ 
Vis2.ggb 

10 min 

Lernzielkontrolle / 
Verallgemeine-
rung 

Anwenden des Verfahrens auf weitere 
Beispiele führt zur Faktorregel für Funkti-
onen der Form 2x ax  
Mitteilung der allgemeinen Faktorregel 

 10 min 

Vertiefung / Ver-
allgemeinerung 

Mitteilung der Summenregel → Erkennt-
nis, dass damit (unter Einbeziehung des 
Vorwissens) nun jede quadratische Funk-
tionen abgeleitet werden kann 

 10 min 

Lernzielkontrolle / 
Anwendung 

Anwenden der Faktor- und Summenregel 
auf unterschiedliche Funktionsterme 

 10 min 
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Skizze des Verlaufs der 9. Seminarsitzung 

Motivation / Problematisierung 

Für einen Mountainbike-Parcours soll die abge- 
bildete Sprungrampe nachgebaut werden. Dabei 
soll der Absprungwinkel genau 45° betragen. 
Im Folgenden soll untersucht werden, ob dafür die 
Breite b 2,20m=  der Rampe verändert werden 
muss. 

Mithilfe der Datei ILV-M-9-9_Einstieg.ggb wird das 
oben beschriebene Problem visualisiert und 
anschließend die Profillinie der Sprungrampe im 
Bereich [0; 2,2] durch den Graphen der in IR  
definierten Funktion 2f : x 0,25x  passend 
modelliert. 

Da ein Absprungwinkel von 45° eine Steigung mit dem Wert 1 bedeutet (Steigungsdreieck 
gleichschenklig!), wirft dies zunächst die Frage nach der Steigung der abgebildeten Rampe 
im Absprungpunkt auf, d. h. nach der Steigung des Graphen von f im Punkt ( )( )P 2,2 | f 2,2 . 

Motivation der rechnerischen Bestimmung 

Auf die zeichnerische Bestimmung der gesuchten Steigung durch Einzeichnen der Tangente 
im Arbeitsblatt (ILV-M-9-9_AB.pdf) folgt die Erkenntnis, dass das so erhaltene Ergebnis eher 
ungenau ist. Dies motiviert die Frage nach einer Möglichkeit zur Berechnung der Steigung 
der Parabel in einem gegebenen Punkt.  

Erarbeitung 

Dazu wird zunächst die Sekante PQ 
durch den Punkt ( )( )P 2,2 | f 2,2  und 
einen weiteren beliebigen Punkt 

( )( )Q x | f x  auf dem Graphen von f 
betrachtet.  

Ausgehend vom Steigungsdreieck 
kann die Steigung dieser Sekante mit 
dem sogenannten Differenzenquotien-
ten berechnet werden: 

( ) ( )f x f 2,2Δy
Δx x 2,2

−
=

−
 

Mithilfe der Datei ILV-M-9-9_Vis1.ggb  
(vgl. nebenstehender Screenshot) kann 
dynamisch veranschaulicht werden, dass sich durch das Annähern des Graphenpunkts Q an 
den Punkt P die Sekante PQ immer mehr der Tangente an den Graphen von f im Punkt P 
annähert, d. h. für x 2,2→  „konvergiert“ die Sekante gegen diese Tangente. 

Somit entspricht die gesuchte Tangentensteigung m bzw. die Ableitung von f an der Stelle 
x 2,2=  dem zugehörigen Grenzwert des Differenzenquotienten, der als Differentialquotient 
bezeichnet wird, und kann entsprechend berechnet werden: 

y 

x 
1 2 0 

b 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

2222

x 2,2 x 2,2 x 2,2

x 2,2 x 2,2

0,25 x 2,2f x f 2,2 0,25x 0,25 2,2
m f 2,2 lim lim lim

x 2,2 x 2,2 x 2,2
0,25 x 2,2 x 2,2 0,25 x 2,2 0,25 2,2 2,2

lim lim 1,1
x 2,2 1 1

→ → →

→ →

−− − ⋅
′= = = = =

− − −
− + + +

= = =
−

 

Problematisierung / Motivation der Notwendigkeit eines Funktionsterms der Ablei-
tungsfunktion 

Die so erhaltene Steigung m 1,1=  ist in Bezug auf das Anfangsproblem zu groß, wonach der 
Absprungwinkel 45° betragen soll. Die Breite der Rampe muss somit verändert werden. 

Dies wirft die Frage auf, wie breit die Rampe (bei unveränderter Modellierung ihrer Profillinie 
mithilfe des Graphen von f) sein muss, damit die Steigung beim Absprung den Wert 1 hat. Im 
mathematischen Modell entspricht dies der Frage nach den zu einer gegebenen Steigung 
gehörigen x-Werten entsprechender Graphenpunkte. 

Eine mögliche erste Idee, die Lösung durch Probieren zu finden, indem der Ansatz von oben 
verwendet und für verschiedene x-Werte jeweils der Wert des Differentialquotienten berech-
net wird, wird als zu umständlich bzw. zeitaufwändig verworfen. Diese Überlegung führt je-
doch zu einer neuen Idee: Ausgehend von einem allgemeinen Ansatz für einen beliebigen 
Punkt ( )( )0 0P x | f x  kann ein Term für den Wert der Ableitung an der Stelle 0x  ermittelt wer-
den. Da 0x  beliebig gewählt war, erhält man auf diese Weise einen allgemeinen Term der 
Ableitungsfunktion f' von f; setzt man diesen gleich 1, kann der gesuchte x-Wert unmittelbar 
berechnet werden. 

Erarbeitung 

Mithilfe der Datei ILV-M-9-9_Vis2.ggb (vgl. 
nebenstehender Screenshot) kann die An-
näherung des Graphenpunkts Q an einen 
beliebigen Punkt ( )( )0 0P x | f x  dynamisch 
veranschaulicht werden.  

Daran anschließend kann der zugehörige 
Differentialquotient und damit die Steigung 
der zugehörigen Tangente berechnet wer-
den:  

( ) ( ) ( )
0

0

0
0 x x 0

2 2
0

x x 0

f x f x
f x lim

x x

0,25x 0,25xlim
x x

→

→

−
′ = =

−

−
=

−

 

( ) ( ) ( )
0 0

0 0 0
0 0x x x x0

0,25 x x x x 0,25 x x
lim lim 0,25 2x 0,5 x

x x 1→ →

− + +
= = ⋅ = ⋅

−
 

Rückschluss 
Damit kann das Eingangsproblem gelöst werden: ( )0 0 0f x 1 0,5x 1 x 2′ = ⇔ = ⇔ =  

Die Rampe muss bei einer Modellierung ihrer Profillinie mit der Funktion f folglich genau 2 m 
breit sein, damit der Absprungwinkel genau 45° beträgt. 
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Lernzielkontrolle / Verallgemeinerung (Faktorregel) 
In einer ersten Lernzielkontrolle soll der Umgang mit dem Differentialquotienten geübt und im 
Zuge dessen eine Vermutung aufgestellt werden, wie es sich auf den Term der Ableitungs-
funktion auswirkt, wenn die Ausgangsfunktion um einen konstanten Faktor verändert wird. 

Dazu sollen die Schülerinnen und Schüler im Rahmen eines Arbeitsauftrags (z. B. arbeitstei-
lig in Partnerarbeit) für Funktionen wie 1f , 2f  und 3f  mit ( ) 2

1f x x= , ( ) 2
2f x 2x=  und 

( ) 2
3f x 3x=  jeweils einen Term der Ableitungsfunktion ermitteln. Daran anknüpfend wird 

(z. B. im Rahmen einer gemeinsamen Betrachtung im Plenum) plausibel, dass ( )f x a 2x′ = ⋅  
ein Term der Ableitung einer Funktion f mit ( ) 2f x a x= ⋅  ist ( a IR∈ ). Dies wird sodann (ohne 
Nachweis) zur Faktorregel verallgemeinert (z. B. per Mitteilung durch die Lehrkraft). 

Für die Ableitungsfunktion einer Funktion f mit ( ) 2f x x=  gilt: ( )f x 2x′ = . 
Außerdem gilt für a IR∈  die sogenannte Faktorregel: Sind ( )f x′  und ( )g x′  Terme der Ab-
leitungsfunktionen zweier Funktionen f und g mit ( ) ( )f x a g x= ⋅ , so gilt: ( ) ( )f x a g x′ ′= ⋅ . 

Vertiefung / Verallgemeinerung auf ganzrationale Funktionen vom Grad 2  

Durch eine Reflexion des bisher Gelernten und ein Mitteilen der Summenregel kann das Bil-
den der Ableitung auf ganzrationale Funktionen vom Grad 2 erweitert werden. 

Ausgehend von der Frage nach einem Term der Ableitung einer Funktion p mit  
( ) 2p x 3x 4x 5= + +  werden dazu zunächst die einzelnen Summanden ( ) 2

1p x 3x= , 
( )2p x 4x=  und ( )3p x 5=  des Funktionsterms betrachtet und es wird festgestellt, dass ent-

sprechende Funktionen bereits abgeleitet werden können („ 2ax 2ax→ “, „mx m→ “, „ c 0→ “). 
Für konstante und lineare Funktionen erfolgt dabei das Ableiten nicht mittels des Differen-
tialquotienten, sondern durch Interpretation des Funktionsgraphen als Gerade mit naturge-
mäß konstanter Steigung (vgl. die 8. Seminarsitzung). Hierbei kann nun vertiefend auch auf 
die Gültigkeit der Faktorregel bei direkt proportionalen Funktionen eingegangen werden. 

An dieser Stelle wird sodann die Summenregel lediglich mitgeteilt, wonach man beim Bilden 
der Ableitung einer Summe die einzelnen Summanden ableiten und die erhaltenen Ablei-
tungsterme addieren darf: 

Summenregel: Sind ( )1f x′  und ( )2f x′  Terme der Ableitungsfunktionen zweier Funktionen 
1f  und 2f  und ist f eine Funktion mit ( ) ( ) ( )1 2f x f x f x= + , so gilt: ( ) ( ) ( )1 2f x f x f x′ ′′ = + . 

Damit erhalten die Schülerinnen und Schüler schließlich einen Term der Ableitungsfunktion 
der Funktion p: ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3p x p x p x p x 3 2x 4 0 6x 4′ ′ ′′ = + + = ⋅ + + = + . 

Abschließend kann das so erhaltene Ergebnis, z. B. mithilfe von GeoGebra, durch das Be-
rechnen von Steigungen an beliebigen Stellen der zugehörigen Parabel bekräftigt werden. 

Lernzielkontrolle / Anwendung 
Bearbeitung der folgenden Aufgaben, z. B. in Einzel- oder Partnerarbeit: 

• Bestimme jeweils einen Term der Ableitungsfunktion für die in IR  definierten Funktio-
nen 2f : x 4x 2x− −  und 2g : x 6x 2+ . 

• Bestimme die Koordinaten desjenigen Punkts, in dem der Graph der in IR  definierten 
Funktion f mit ( ) 2f x 2x 24x 7= + −  die Steigung 4 hat. 

• Für Schnelle: Bestimme denjenigen Wert von a, für den die Ableitung der in IR  defi-
nierten Funktion 2f : x ax  an der Stelle 2,2 den Wert 1 hat. Stelle einen Zusammen-
hang dieser Aufgabe mit der Problemstellung rund um die Mountainbikerampe her. 
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Studierzeit (zwischen der 9. und der 10. Seminarsitzung) 

Mithilfe eines Arbeitsauftrags (ILV-M-9-9_AA.pdf) sollen die Schülerinnen und Schüler in der 
folgenden Studierzeit sowohl das Gelernte festigen als es auch auf die Berechnung von 
Tangentengleichungen anwenden. Das entsprechende Verfahren sollen sie dabei selbstän-
dig erarbeiten, wozu auch ein Erklärvideo (ILV-M-9-9_EV.mp4) als Hilfestellung bereitsteht. 

Arbeitsauftrag (Screenshot): 

 

Erklärvideo (Screenshot): 

 


