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1 Einleitung

Die Atomphysik ist in unserem Jahrhundert zu einem der bedeutendsten Teilgebiete der Physik
herangewachsen. Erkenntnisse aus diesem Gebiet wirkten sich auch auf andere Bereiche der
Naturwissenschaften aus. Vielfach ist ein Studium dieser anderen Disziplinen nicht ohne
Grundkenntnisse der Physik der Atomhulle moglich. Auch bel den Staatsexamensaufgaben aus
der Experimentellen Physik bildet die Atomphysik einen Schwerpunkt.

Nach meinen Erfahrungen stellt die Beschéftigung mit einem Computer fir Studenten der Phy-
sk keine Hemmschwelle dar, sondern wirkt eher motivierend auf sie. Der Computer erlaubt
die animierte Darstellung komplexer Zusammenhange und ermdglicht das Wechselwirken zwi-
schen Benutzer und Programm, wie dies bei einem gedruckten Lehrbuch nicht der Fall sein
kann. Der Einsatz eines Computerprogramms beim Lernen bietet also fir dieses Fachgebiet
eine hervorragende Gelegenheit den Leser zu aktivieren. Im Rahmen dieser Arbeit wurden
deshalb drei Computerprogramme Rutherford, Bohr und Schrédinger entwickelt, die dem
Studenten das Verstehen des zugehdrigen Lerninhalts aus der Atomphysik erleichtern sollen.
Die Laufféhigkeit der Programme ist sowohl unter Windows 3.1x as auch unter Windows 95
ausfuhrlich getestet. Ein mathematischer Coprozessor ist nicht erforderlich, fir einen angemes-
senen Programmablauf aber wiinschenswert. Die Benutzung aler Programme setzt allerdings
die Vertrautheit mit der Bedienung von Windows-A pplikationen voraus.

Untersuchungen mit Studienanfangern von Dr. RAIMUND GIRWIDZ haben jedoch gezeigt, dal3
die Mdglichkeiten der Computerprogramme, die ohne entsprechende begleitende Lektire er-
scheinen, oft nicht genutzt werden. Die Ursache dafir liegt zum einen darin, dal3 den Benut-
zern teilweise der relevante theoretische Hintergrund fehlt, oder zum anderen darin, dal3 sinn-
volle Fragestellungen, die mit den Programmen gelGst werden konnten, den Anwendern nicht
einfalen. Deshalb wurde ergdnzend zu den Computerprogrammen ein Repetitorium geschrie-
ben, das versucht die Grundlagen der Atomphysik komprimiert darzustellen.

Es basiert auf dem Vorlesungsskript von Herrn Prof. Dr. HANS-PETER STEINRUCK zur Vorle-
sung Einfuihrung in die Physik I11 und kann deshalb als Unterstiitzung fur diese Vorlesung, aber
etwa auch fur die Vorlesung Moderne Physik | benutzt werden. Als besondere V erstandnishil-
fen werden dann innerhalb des Repetitoriums as Anregung zu verstehende Arbeitsauftrége
erteilt, die mit den entsprechenden Computerprogrammen zu bearbeiten sind und den zuriick-
liegenden Lerninhalt veranschaulichen und auch neue Aspekte beitragen. Auf diese Weise wird
erhofft, dald es zu einer vertiefenden und weiterfihrenden Beschaftigung mit dem jeweils be-
handelten Stoff kommt. Fur jedes Programm gibt es auf3erdem eine Hilfedatel (Aufruf mit F1),
die dem Benutzer die Funktionsweise der Schalter und die Einstellungsmoglichkeiten erlautert.
Eine Hilfedatel-Version dieses Repetitoriums kann in den Programmen ebenfalls aufgerufen
werden (Strg + F1). Darlberhinaus wird am Ende jedes Absatzes wird auch auf die entspre-
chende weiterfihrende Literatur verwiesen.

Eine Tabelle im zweiten Kapitel gibt sowohl den Studenten als auch Dozenten einen schnelle
Ubersicht tiber Lernziele, Lerninhalte und verwendete Hilfsmittel im Repetitorium. Im dritten
Kapitel wird kurz die Vorgeschichte der Atomphysik skizziert und es werden einige bedeuten-
de Quantenphdnomene angeftihrt. Im Hauptkapitel werden dann verschiedene Atommodelle
und ihre Anwendungen vorgestellt. Da die quantenmechanischen Rechnungen und Herleitun-
gen zum Teil sehr komplex und umfangreich sind, geht dem Anfénger dabel leicht der rote
Faden oder noch schlimmer der physikalische Hintergrund verloren. Zum wellenmechanischen
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Atommaodell werden daher nur die physikalisch wichtigen Ansétze und Ideen beschrieben. Ab-
geschlossen wird das Repetitorium durch eine Betrachtung der Feinstrukturen im Wasserstoff-

spektrum.

Im Anhang befinden sich Installationshinwei se zu Computerprogrammen.



2 Tabellarische Ubersicht

Lernzide

Lerninhalte

Hilfsmittel

V orgeschichte der Atomphysik

Ursprung des Wortes Atom

Nachweis der Existenz von Atomen und ihre ungefah-

re Grofde

Quantenphadnomene

Strahlung schwarzer Korper
Photoel ektrischer Effekt
CompTONeffekt
Materiewellen

RUTHERFORDsches Atommodel |
RUTHERFORD-Streuung

Versuchsaufbau und Durchftihrung

Modelannahmen
Streuformel
Experimentelle Befunde
Grenzen

Anwendung

Programm Rutherford: (Trickfilm)
Programm Rutherford: (Flugbahn)
Folienvorlage: Atomskizze von RUTHERFORD
Programm Rutherford: (Simulation)

T UTTUTUTU

Wasserstoffspektrum

Serienstruktur
RYDBERGformel

P Programm Bohr: Fenster Linenspektrum

BoHRrsches Atommodell

Postul ate

Ergebnisse

Beriicksichtigung der Mitbewegung des Atomkerns
Vergleich mit experimentellen Befunden
Korrespondenzprinzip

FRANCK-HERTZ-Versuch

SOMMERFELDsche Erweiterung des BOHRschen
Atommodedls

Auswahlregeln

Kritik an der BOHR-SOMMERFELDschen Theorie

P Programm Bohr
P Programm Bohr: Option Mitbewegung des
Kerns

P Programm Bohr: Modell Sommerfeld

P Programm Bohr: Option Auswahlregeln




Lernzide

Lerninhalte

Hilfsmittel

Weéllenmechani sches Atommoddll

Zeitunabhéngige SCHRODINGERgleichung fir ein Zent-
rafeld

Interpretation der Wellenfunktion

Separationsansatz

L 6sungsfunktionen: (zugeordnete) Kugelflachenfunk-
tionen, Radialfunktion

Gesamtldsung

Aufenthaltswahrscheinlichkeit

Bahndrehimpuls des Elektrons

P Programm Schrddinger
Fenster (zugeor dnete) Kugelflachenfunktio-
nen; Fenster Radialfunktion

P Fenster Punktdichtedar stellung, Farbdarste-
lung und dreidimensionale Dar stellung

b Fenster Radialfunktion mit Einstellung r’R?

Fenstruktur des Wasserstoffatoms | -

Beriicksichtigung relativistischer Effekte
Magnetisches Moment der Bahnbewegung des Elekt-
rons

Spin des Elektrons

Spin-Bahn-Kopplung

M agnetische Momente, LANDESche g-Faktoren
Energieniveaus und Auswahlregeln fur das Einelektro-
nensystem nach der Quantentheorie

P Folienvorlage: STERN-GERLACH-Versuch

b Folienvorlage: I-s-Kopplung

b Folienvorlage: Addition der magnetischen
Momente

Bem.: Die Folienvorlagen befinden sich im Anhang C hinter dem Foliensatz zur Vorlesung Einfuihrung in die Physik 111.




,Wenn in einer Sntflut alle wissenschaftlichen
Kenntnisse zerstort wirden und nur ein Satz an die
nachste Generation weitergereicht w
welche Aussage wiirde dann die gréfdte Aussage in
den wenigsten Worten enthalten? Ich bin Uber-
zeugt, dal3 dies die Atomhypothese (oder welchen
Namen sie auch immer hat) ware"

FEYNMAN, [1]

3 Vorgeschichte der Atomphysik
3.1 Von der Postulierung bis zum Existenzbeweis von Atomen

Dieses Kapitel gibt einen Uberblick tiber das Wissen tiber den Atomismus bis kurz nach Anfang
des 20. Jahrhunderts, bevor es aso zur Entwicklung von Modellen fir den Aufbau von Ato-
men kam.

Atomhypothese
Die griechischen Philosophen LEUKIPP und DEMOKRIT formulierten im 5. Jahrhundert vor
Christus bereits den Gedanken, dal3 alles in der Welt aus kleinsten unteilbaren Teilchen, den
Atomen (griech. atomos: ,,ungeschnitten, unteilbar*), aufgebaut sein muf? und daf? es sonst
nur ,Leere’ gebe. In den darauf folgenden Jahrtausenden ergaben sich viele verschiedene
Theorien Uber die Zusammensetzung der Materie, von denen sich zundchst jedoch keine
zwingend durchsetzen konnte. (vgl. [2])

Erste Gesetzmaldigkeiten
Die ersten quantitativen Zusammenhange in der Atomistik erkannte der Englander DALTON
(1766-1844) und formulierte fur chemische Reaktionen das Gesetz von der Erhaltung der
Masse, das Gesetz der konstanten Proportionen und das Gesetz der multiplen Propor-
tionen. (vgl. [3])

AVOGADRO stellte die Hypothese auf, dal3 gleiche Gasvolumina die gleiche Anzahl von Mo-
lekilen enthaten. Eine erste Abschéatzung fir diese Konstante wurde von LOSCHMIDT
(1821-1895) mit 230" Molekiilen pro cm® bei Normalbedingungen angegeben. Das ent-
spricht einer Zahl von 440%° Molekiilen pro mol. Dabei ist 1 mol die Stoffmenge eines Sys-
tems, das aus ebenso vielen Atomen, Molekilen oder lonen besteht wie in 12g des reinen
Kohlenstoffisotops *C (vgl. [4]). Genauere Messungen haben fir die AVOGADRO-
K onstante Na= 6,0220530* Molekiile pro mol ergeben. Indem man die Gewichte gleicher
Stoffmengen mit Hilfe des Gesetzes der multiplen Proportionen von verschiedenen Elemen-
te miteinander verglich, war es moglich, relative Atommassen Ay und eine atomare Mas-
seneinheit u enzufihren. Heute ist 1 u definiert als 1/12 der Masse eines neutralen Kohlen-
stoff-Atoms mit der Kernladungszahl 6 und der Massenzahl 12. (vgl. [3])

Durch die Kenntnis der AvOGADRO-Konstanten war es auch erstmals moglich eine Ab-
schétzung fur die Grof3e eines Atoms zu erhalten.
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Bsp.: 1 kmol Kupfer hat die Masse 63,5 kg. Die Dichte betrégt 8,9 kg/dm®. Man erhélt fr
das molare Volumen Vi, :
_ 635kg/ kmol Vin Ay

=2 T = 7 1dm® / kmol
V=g okg/ dm?  (Hdm/kmo / /

Nimmt man einmal vereinfachend an, dal3 die Kup-
feratome wirfelférmig sind (siehe Abbildung 1), R
so erhdlt man das Volumen eines einzigen Atoms >
indem man Vp,, durch N, teilt, da sich in einem [~
kmol 6,0220520°° Molekille befinden. Das Volu- /
men eines einzigen Elementarwirfels ergibt sich /
dann zu V; = 1,2 10%° m’. Fir die Kantenlange d-

nes Elementarwirfels und damit fir den ungefah- <L

ren Atomdurchmesser folgt daraus

d=312x0%*m®=2,3x0"m Abbildung 1: Zum , Elementarwiirfel*
(vgl. [3])

V1

Zum Vergleich: Aus der Gitterkonstante (Festkorperphysik) von Kupfer 183t der Ab-
stands eines Kupferatoms zu seinen néchsten Nachbarn berechnen. Er betragt unge-
fahr 2,54%07° m (vgl. [5]).

Die Atomdurchmesser sind also von der GréRenordnung 10°m=1A . (vgl. [3)])

Elektrizitdt in den Atomen
FARADAY (1791-1867) fand mit seinen beiden Gesetzen der Elektrolyse einen Zusammen-
hang zwischen den elektrischen Eigenschaften von Elementen und ihrer relativen Atommas-
se. Dabel erwies sich, dal? die elektrische Ladung gequantelt ist.
J. J. THOMSON (1856-1940) entdeckte 1897, dal3 Atome doch nicht unteilbar sind, sondern
dal3 man ihnen Teilchen negativer Elektrizitét entreif3en kann. Diese Teilchen wurden sp ter
Elektronen genannt. (vgl. [3])

Direkter Nachweis der Atome
Obwohl die von Dalton und Faraday erkannten Zusammenhénge auf die Existenz von Ato-
men schlief3en lassen, waren sie jedoch nur indirekte Hinweise. Ein direkter Beweis dafUr,
dal3 sich Materie aus Atomen zusammensetzt, gelang erst 1905 mit Hilfe der BROWNschen
Bewegung. Einstein konnte mit einer theoretischen Arbeit, die die Atomhypothese als
Grundlage hatte, as einziger die Temperaturabhangigkeit der BROWNschen Bewegung
schliissig erkléren, woran zuvor alle anderen Erklérungsversuche gescheitert waren. (vgl.

[2])

3.2 Einige grundlegende quantenphysikalische Phanomene

In diesem Abschnitt sind kurzgefal einige historisch wichtige Erkenntnisse zusammengestellt,
die zeigen, dal3 man bestimmte atomistische Phdnomene mit den Annahmen der klassischen
Physik nicht erklaren kann, denn gerade sie waren fur die Entwicklung der Atommodelle von
besonderer Bedeutung.



3.2 Einige grundlegende quantenphysikalische Phanomene 9

3.2.1 Strahlung eines schwarzen Kdrpers

Im Jahre 1900 gelang es PLANCK (1858-1947) die Strahlung eines schwarzen Korpers zu
erklaren. Der wichtigste Schritt dabel war sicherlich die Einfuhrung der sogenannten Quan-
tenhypothese. Diese besagt, dal3 ein Oszillator nicht mit beliebiger Energie schwingen kann,
sondern nur diskrete Werte der Form E, = nxhxn annehmen kann. Dabel it n=0, 1, 2, 3, ...,
h = 6,62617640>" Js das PLANCKsche Wirkungsguantum, eine von PLANCK neu eingefiihrte
Naturkonstante, und n die Frequenz der Strahlung.

Mit noch einigen anderen Postulaten konnte PLANCK eine Strahlungsformel herleiten, die sich
mit allen experimentellen Ergebnissen deckt. Alle klassischen Erklarungsversuche (RAYLEIGH-
JEANS bzw. WIEN) waren daran gescheitert, das Verhalten bei hohen bzw. niedrigen Frequen-
zen vorauszusagen (vgl. [6]).

3.2.2 Photoelektrischer Effekt

1905 ging EINSTEIN (1879-1955) mit der Formulierung der Lichtquantenhypothese jedoch
noch weiter. Diese besagt u. a., dal3 nicht alein der strahlende Oszillator (vgl. Planck) nur be-
stimmte Energiezustdnde annehmen kann, sondern dal3 die Strahlung selbst beztiglich der E-
nergie eine gequantelte Struktur hat. Die Strahlung setzt sich namlich aus Energieguanten o-
genannten Photonen zusammen, zwischen deren Energie und Frequenz der Zusammenhang
E = hxn besteht. Durch die Lichtquantenhypothese konnte der schon vorher untersuchte, aber
unaufgeklart gebliebene, Photoeffekt verstanden werden.

3.2.3 CompTONeffekt

1922 hatte CoMPTON bei der Untersuchung von Kristallen, die er mit Rontgenstrahlen durch-
leuchtete, eine Streustrahlung festgestellt, deren Wellenlange grof3er war as die der einfallen-
den Strahlung. ComPTON konnte diesen Effekt dadurch deuten, dal3 die einfallenden Strahlen
(= Photonen) mit Elektronen elastisch stofRen, und diesen so Energie Ubertragen, die sich in
einem Energieverlust der Photonen (= Zunahme der Wellenlange) bemerkbar macht. Dabel
ordnete er den Photonen den Impuls p = hn/c zu. Setzt man diese Beziehung in den Energie
und den Impulserhaltungssatz ein, so kann man die beobachtete Wellenlangenverschiebung in
Abhangigkeit vom Streuwinkel der Strahlung korrekt vorhersagen.

Klassisch wére keine Wellenlangendnderung der Strahlung, sondern eine Abnahme der Intensi-
tat zu erwarten gewesen.

3.2.4 Materiewellen

Nachdem es gelungen war, Lichtwellen as Teilchen zu beschreiben, kam DE BROGLIE 1924
auf die Idee, bewegter Materie auch Welleneigenschaften zuzuschreiben. Dabel sollte den Teil-
chen die Wellenlange | = h/p zugeordnet werden. Diese Vermutung konnten 1927 DAVISSON
und GERMER mit der Beugung von Elektronen an Kristallen bestétigen. Es zeigte sich namlich,
dai3 bei der Beugung von Elektronen ein ahnliches Interferenzmuster entsteht wie bel der Beu-
gung von RoOntgenstrahlen. Dies ist aber in einem Teilchenbild der Materie nicht erkl&rbar.
Spéter konnten analoge Experimente mit Neutronen und Protonen gemacht werden, die alle
die DE BROGLIEsche Beziehung nachwiesen.
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» et der Entdeckung der Spektralanalyse konnte
kein Kundiger zweifeln, dafl3 das Problem des A-
toms gelost sein wirde, wenn man gelernt hatte,
die Sporache der Spekiren zu ver stehen”
SOMMERFELD, [7]

4 Atommodelle und ihre Anwendungen

Wie jedes Modédll in der Physik hat auch ein Atommodell nur einen vorlaufigen, unvollkomme-
nen Charakter. Es kann prinzipiell nur einen bestimmten Ausschnitt der Wirklichkeit darstellen
und seine Grenzen sind manchmal von Anfang an klar oder stellen sich erst im Laufe der Zeit
heraus.

Die ersten Modelle fir den inneren Aufbau der Atome wurden von THOMSON und LENARD
entwickelt, bewahrten sich jedoch in der Folgezeit nicht. In diesem Kapitel werden, in der his-
torischen Reihenfolge ihrer Entstehung, Atommodelle beschrieben, die - trotz einiger Unzu-
langlichkeiten und Einschrankungen - heute noch Verwendung finden. So kann es je nach An-
wendungsgebiet geniigen, Rechnungen mit einem vergleichsweise einfachen, mathematisch
relativ leicht handhabbaren Modell durchzuftihren, als mit einem exakteren, aber dafiir komple-
xeren Modell.

4.1 RUTHERFORDsches Atommodell und Streuversuche

4.1.1 RUTHERFORDSsches Atommodell

Experimentelle Vorgeschichte
Nach einem Vorschlag von RUTHERFORD untersuchten
GEIGER und MARSDEN die Streuung von a-Teilchen an
einer diinnen Goldfolie (Abbildung 2 zeigt einen spateren
Aufbau). Ein radioaktives Préparat R befindet sich in ei-
nem evakuierten Raum und liefert a-Tellchen die an der
Folie F gestreut werden. Unter einem Mikroskop M wer-
den die Szintillationen auf dem Schirm S beobachtet. Die
ganze Anordnung ist auf einer Platte C drehbar angeord-
net. Bel der Versuchsdurchfiihrung wurden dann die Szin-

tillationen gezahlt, die unter einem bestimmten Blickwin- \V L W
kel registriert werden. Unerwarteterweise waren auch un- 2uf Pumpe
ter gro3en Ablenkungswinkeln noch a-Teilchen festzustel- g ger-MarspEN-Experiments
len. (vgl. [8]) (aus[8])

Abbildung 2:Versuchsaufbau des

Modellannahmen
Angeregt durch diese ersten Ergebnisse entwickelte RUTHERFORD ein Atommodell (siehe
Abbildung 3), das von den folgenden Annahmen ausgeht:
Das Atom besteht aus einer Hille und einem kleinen (idealisiert punktférmigen), massi-
ven Kern, der fast die ganze Masse des Atoms beinhaltet.
Um den positiv geladenen Kern gibt es ein CouLomB-Feld; die negativ geladenen Elekt-
ronen bilden die Atomhille.
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Die Anzahl positiver Elementarladungen im Kern (=Kernladungszahl) ist ebenso grof3
wie die Zahl der Elektronen des ganzen Atoms, so dal3 es nach auf3en hin neutra er-
scheint. (vgl. [6])

Abbildung 3: Originalskizze von Rutherford [9, S. 128]
Der Kern trégt die Ladung nxe und ist umgeben von Elektronen.
Die Skizze diente als Uberlegungsfigur zur Herleitung des elektrischen Feldes im Punkt p.

Probleme

Uber die Verteilung der Elektronen macht das RUTHERFORDSCHE Modell keine Aussagen.
Nimmt man jedoch an, dal3 die klassischen elektrodynamischen Gesetze auch fir gebundene
Elektronen gelten, dann bewegen sich diese ahnlich Planetenbahnen um den positiven Kern.
Als beschleunigte Ladungen mifiten die Elektronen somit sténdig Strahlung aussenden und
wegen dieses Energieverlustes innerhalb von sehr kurzer Zeit in den Kern stiirzen. RUTHER-
FORD war das Problem der , Instabilitét“ seines Atommodells sehr wohl bewuf. Eine Erkl
rung dafur, warum die Gesetze der klassischen Elektrodynamik fur ein Elektron im Atom
nicht gelten sollten, konnte er jedoch nicht geben. (vgl. [9], S.322ff)

4.1.2 RUTHERFORD-Streuung

Grundannahmen
Um exakte Ergebnisse zu erhalten, mufdten GEIGER und MARSDEN die oben bereits erwadhn-
ten Streumessungen jahrelang fortsetzten. Ihre Resultate bestédtigten schliefdlich die Grund-
annahmen des RUTHERFORDschen Atommodells, denn RUTHERFORD konnte unter Zugrun-
delegung seines Modells eine Formel ableiten, die das beobachtete Streuverhalten richtig
vorhersagt. Zur Herleitung dieser Streuformel werden folgende vereinfachende Annahmen
gemacht:
- Sowohl der Atomkern als auch das a-Teilchen sind punktformig.
Die Abschirmung der Kernladung durch die Elektronen kann vernachléssigt werden, da
die ausschlaggebende Ablenkung der a-Teilchen tief im Atominneren stattfindet.
Zwischen Streuteilchen und Kern mit Ladungszahl Z findet nur elektrostatische Wech-
selwirkung statt. Fir das elektrische Feld E gilt also:
1 Zx

4pe0xr3 1 (1)

E =

Der Kern ruht beim Streuvorgang. Diese Vereinfachung ist sinnvoll, da die Masse M ei-
nes schweren (Gold-)Kerns viel grofier as die Masse mdes a-Teilchensist, so dal? man
M » ¥ setzen kann.

Die a-Teilchen werden nur einmal gestreut. (vgl. [6])
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Ableitung der Streuformel
Zur Berechnung der Abhangigkeit des Streuwinkels J vom Stol3parameter b, der Anfangs-
geschwindigkeit vy des a-Teilchens, der Ladung 2> des a-Teilchens und der Ladung Z»
des Streuteilchens (siehe Abbildung 4) benutzt man den Energieerhaltungssatz und den
Drehimpulserhaltungssatz (Zentralkraftproblem mit F i r ™).

a-Tellchen
m, 26, Vg

>

:

) .-~ Atomkern
M, Z»

Abbildung 4: Streugeometrie

Es ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen Ablenkwinkel J und Stof3parameter b:

_Zxe?
><1

b=
4peo Emvé

>cot(J /2) (2)
Beim Experiment nimmt der Szintillationszéhler S von der
Folie F aus gesehen stets den Raumwinkel dW ein und wird in
einer Ebene (hier angedeutet durch den Ring R) geschwenkt
(Abbildung 5). Alle unter dem Winkel J abgelenkten Teilchen
fliegen durch das Raumwinkelelement dW. Der Szintillati-
onszéhler stellt aber nur einen Ausschnitt aus dieser Kreisfl
che dar. Es werden also von all den Teilchen mit Streuwinkel
J nur jeweils digenigen registriert, die auch noch in den
Raumwinkel dW (Szintillatorszdhler) abgelenkt werden. Aus
weiteren Uberlegungen ergibt sich, dal? die Anzahl der ge-
streuten Teilchen proportional zur Dicke D und zur Atom-
konzentration N der Streufolie ist. Berticksichtigt man dies
ales (vgl. [6]), so erhdlt man nach etwas langerer Rechnung
die sogenannte RUTHERFORDsche Streuformel, die das  Abbildung 5: Nur die unter
Verhdtnis der in einem Raumwinkel dW unter dem Winkel J  dem Winkel J in den Raum-
registrierten a-Teilchenzahl dn zur Gesamtanzahl n der von Tvglr:;indv‘yefggfggﬁh
der radioaktiven Quelle ausgesendeten Teilchen angibt:

registriert.
W Z?e'DxN
dn(J,dw) _ 2 € . AW ()
n (4p &) xrPve>sin(y/2)
mit: Z: Kernladungszahl des Streukerns m: Masse des a-Teilchens
e: Elementarladung v: Geschwindigkeit des a-Teilchens

D: Dicke der Streufolie J: Streuwinkel
N: Atomkonzentration in der Folie (Atome/m?)
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Der Bruchteil dn(J,dW)/n der unter dem Winkel J auf den Schirm abgelenkten Teilchen ist
also proportional zum Quadrat der Kernladungszahl, aber indirekt proportional zum Quad-
rat der kinetischen Energie. Die sin*(J/2)-Abhangigkeit im Nenner ist charakteristisch fur
die Streuung an einem Ur -Potentia (hier speziell: CouLomB-Potential)

COMPUTERPROGRAMM " RUTHERFORD"
Starten Sie das Programm Rutherford

Versuchsablauf
Machen Sie sich den Ablauf des Experiments nochmas mit dem Programmteil
Trickfilm klar.
Vorsicht! Das dargestellte Streuverhalten ist nicht originalgetreu. Grof3e Ablenkwin-
kel treten aus Demonstrationsgrinden haufiger auf als im realen Experiment zu erwar-
ten ware.

Experimentelle Befunde

Die Mef¥ergebnisse von GEIGER und MARSDEN stimmten auch noch bei a-Teilchen der
kinetischen Energie 5 MeV und Streuwinkeln von 150° mit der Streuformel Gberein. Ein
solches a-Teilchen ndhert sich dem in der Formel a's punktférmig angenommenen Zent-
rum der Ladung bis auf ungefahr 10™ m. Wiirde der Kern eine gréRere Ausdehnung als
10" m besitzen, so wére durch das Eindringen des a-Telchens in den Kern eine Abwei-
chung vom CouLomBschen Kraftgesetz und damit von der Streuformel zur erwarten (a
nomale RUTHERFORD-Streuung). Da diese jedoch ausbleibt, darf man schlief3en, dal? die
Modellannahmen berechtigt waren. Das Atom besitzt a'so einen Kern, der die ganze po-
sitive Ladung, sowie fast die gesamte Masse des Atoms beinhaltet und dessen Radius
kleiner als 10“mist. (vgl. [6])

COMPUTERPROGRAMM " RUTHERFORD"

Das Programm beriicksichtigt bei der Berechnung der Flugbahnen nur die elektrostati-
sche Abstol3ung zwischen a-Teilchen und Atomkern.

Aussehen der Flugbahnen
Starten Sie den Programmteil Flugbahn (Datei® Flugbahn oder F6) und lassen Sie
sich verschiedene Flugbahnen zeichnen. Wie éndern sich die Flugbahnen bel Variation
der Energie der a-Tellchen bzw. Veranderung der Kernladungszahl? Benutzen Sie
verschiedene Zeichenfarben und Strichdicken, um die Unterschiede deutlich zu ma-
chen.

Abschétzen des Kernradiuses

Stellen Sie die Energie des a-Teillchens auf 5 MeV ein, wéhlen Sie die Kernla-
dungszahl 79 und versuchen Sie einen Streuwinkel von J = 150° zu erzeugen. Wie
nahe kommt das Teilchen dem Ladungszentrum? Welche Abschétzung kann man fur
den Kernradius erhalten, wenn man weil3, dal3 die experimentellen Ergebnisse fir die-
se a-Tellchen noch mit den von der Streuformel vorhergesagten Ergebnissen tberein-
stimmen? Den minimalen Abstand a-Tellchen - Streuzentrum kénnen Sie mit dem
Hilfsmittel Kreisradius (Bedienfeld) bestimmen.
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Einige Grenzen
Die von der Streuformel vorhergesagten Ergebnisse weichen von den experimentellen
natirlich dann ab, wenn der Streuwinkel des a-Teilchens sehr klein ist, wenn also das Tell-
chen in ,grolerer” Entfernung den Kern passiert. Der Abschirmeffekt der Elektronen ist
dann nicht mehr zu vernachléssigen. Bei der Ableitung der Streuformel wurde auf3erdem
a-Teilchen beliebig grol3e Streuparameter haben kdnnen. Im
realen Experiment kann jedoch der Streuparameter nie grof3er as die halbe Gitterkonstante
des beschossenen Materials werden.
Steigert man die Energie der a-Teilchen und vergleicht die Versuchsergebnisse fir konstan-
ten Streuwinkel mit den Vorhersagen der RUTHERFORDSchen Streuformel (Abbildung 6), so
stellt man ab einem gewissen Schwellenwert der Energie deutliche Diskrepanzen fest. Ihre
Ursache liegt in den extrem kurzreichweitigen Kernkréften (Reichweite » 2-3 fm). Diese ru-
fen durch ihre anziehende Wirkung auf die a-Teilchen eine Abweichung vom reinen Cou-
LomB-Potential hervor. (vgl. [11] und [10])

10004
o sinfa/2)
1004 “e%&o
%Be
8
10+ %
00
)
h %
>E, [MeV]

101520 25 30 35 40 45
Abbildung 6: a-Teilchen mit konstantem Streuwinkel von 60° weichen ab einer kinetischen Energie von
ungefahr 25 MeV von der RUTHERFORD-Streuung ab. Auf der der y-Achse sind willkurliche Einheiten auf-
getragen (aus[10Q]) (Streuung an Gold)

Anwendung

Das Periodensystem der Elemente war damals nur nach zunehmenden molaren Massen ge-
ordnet. Ein Zusammenhang mit den Kernladungszahlen war nicht bewiesen. RUTHERFORD
z.B. hatte fir Gold noch mit einer geschétzten Kernladungszahl von 100 gerechnet. (vgl.
[11] und [6]). Es gab jedoch die Vermutung, dal3 die Ordnungszahl eines Elements iden-
tisch ist mit seiner Kernladungszahl.

Dividiert man die Streurate dna/na des Elementes A fur einen bestimmten Winkel durch die
Streurate dng/ng eines anderen Elements B fir denselben Winkel, so kann man (unter Be-
ricksichtigung der Dicke und der Atomkonzentrationen) mit Gleichung 3 auf das Verhdltnis
der Kernladungszahlen Z, : Zg der beteiligten Streuatome schlief3en. Mit Hilfe von mehreren
Messungen kann man dann auf die absoluten Kernladungszahlen (nattrliche Zahlen!) der
beteiligten Materialien schlief3en, wie dies CHADwWICK 1920 gelang, der durch seine Mes-
sungen bestétigen konnte, dal3 die Ordnungszahl eines Elements seiner Kernladungszahl ent-

spricht. (vgl. [6])
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COMPUTERPROGRAMM " RUTHERFORD"

Ermitteln einer unbekannten Kernladungszahl mit Hilfe der Simulationsdaten
Wir wollen nun eine Streucharakteristik von Gold (Z = 79) vergleichen mit den Simu-
lationsergebnissen eines Elements unbekannter Kernladungszahl.
Wenn wir (vereinfachend) annehmen, dal? die Atomkonzentrationen und Dicken der
Materiaien gleich sind, kdnnen wir auf diese Weise die unbekannte Kernladungszahl
berechnen.
Starten Sie den Programmteil Simulation (Datei® Simulation oder F7). Laden Sie
den Datensatz "Gold.dat" und Ubertragen Sie die Daten in den Speicher 1 (Da-
ten® Speicher 1). Starten Sie nun eine Simulation mit einer unbekannten Kernla-
dungszahl. Lassen Sie den Computer eine ausreichend grof3e Zahl von a-Teilchen si-
mulieren (einige Minuten) und Ubertragen Sie anschlief}end die Ergebnisse in den
Speicher 2 (Daten® Speicher 2). Gelingt es lhnen durch Vergleich der Mel3ergebnis-
se (Daten® Speicher 1 und 2 vergleichen) die unbekannte Kernladungszahl zu be-
rechnen?

Ausblick
Mit kinstlich beschleunigten a-Teilchen wurden spéter Streuexperimente an einer grof3en
Zahl von Elementen gemacht, um den Kernradius zu bestimmen. Dabei konnte man aus den
Ergebnissen ndherungsweise folgenden Zusammenhang zwischen Radius r des Kerns und
der Gesamtanzahl A der Nukleonen (Zahl der Protonen und Neutronen zusammen) im Kern
feststellen (vgl. [12]):

r=r,&/A , mitr,=1,340"m (4)
Bem.: Fir den Kernradius gibt es verschiedene Naherungsformeln, die die Kerne bestimm-

ter Elemente unterschiedlich gut approximieren. Die aufgefiihrte Gleichung 4 ist von
besonders einfacher Form.
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4.2 Wasserstoffspektrum und BoHrsches Atommodell
4.2.1 Spektrum des Wasserstoffatoms

Linienspektren

Freie Atome zeigen, im Gegensatz zur Hohlraumstrahlung aus Kap. 3.2.1, ein diskretes E-
missions-/Absorptionsspektrum, das charakteristisch fur den jeweiligen Stoff ist. Zur Auf-
nahme eines Spektrums kann man z.B. verdinntes Gas in einem abgeschlossenen Glaskol-
ben mittels eingefihrter Elektroden zur Entladung bringen. Durch Stof3e mit Elektronen
werden die Gasatome angeregt und senden Licht aus. Ein Prisma lenkt dieses Licht je nach
Wellenlénge unterschiedlich ab. Beim Nachweis des Lichts mit Hilfe einer Photoplatte ent-
stehen bei einem diskreten Spektrum Linien auf dem Schirm (siehe Abbildung 7). Deswegen
werden solche Spektren auch Linienspektren genannt. Im weiteren werden wir uns mit dem
Wasserstoffspektrum beschéftigen. Dieses Spektrum ist zwar vergleichsweise einfach struk-
turiert, aber gerade deshab geeignet, wesentliche Grundlagen aufzuzeigen. (vgl. [12])

am®
PN

T Y <
/Aopl atte

Abbildung 7: Linienspektrograph

Serien des Wasser stoffspektrums
Untersucht man die Spektren, so stellt man fest, dal3 sich in bestimmten Wellenl&ngenberei-
chen Linien haufen. Solche Linien werden dann zu Serien zusammengefaldt. Als Erster fand
BALMER eine Regelmél3igkeit fir die Serie des Wasserstoffatoms im sichtbaren Bereich.

| 1
6564,7 A 4862,7 A Seriengrenze

Abbildung 8: Linienspektrum der BALMER Serie des Wasserstoffs (weitestgehend mal3stéblich)

Spéter wurden noch viele weitere Serien im ultravioletten bzw. infraroten Spektralbereich
gefunden, die jewells nach ihren Entdeckern benannt wurden. RYDBERG konnte 1890 die
von BALMER gefundene Forme so verallgemeinern, dal ale Serien beschrieben werden.
Nach RYDBERG gehorchen ale Wellenzahlen v der folgenden Gesetzméaldigkeit:

1 &l 10

V=—=R,¢5- -+, R, =109677,5810cm* 5
\Y; i Hgnf njg’ , =109677,5810cm (5)
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Dabel ist Ry die RYDBERG-Konstante, n; eine natlrliche Zahl, die die Serie festlegt. Der
Laufindex n; ist eine natiirliche Zahl grofier als n,, die die einzelnen Linien innerhalb der Se-
rie beschreibt. Untenstehende Tabelle gibt die Namen der Serien fir einige n; an. (vgl. [6])

1 Serienname
LYMAN
BALMER
PASCHEN
BRACKETT
PFUND

QB IWIN[(F|D

Tabelle 1: Einige Serien des Wasserstoffspektrums

Beachte: In manchen Buchern wird R',, statt Ry verwendet (mit R, = Ry ). Dann ist meist
die RYDBERG-Formel nicht fir Wellenzahlen sondern fir Frequenzen formuliert.

4.2.2 BoHRsches Atommodell

BoHR entwickelte 1913 auf Grundlage des RUTHERFORDschen Atommodells (kleiner geladener
Atomkern) eine Atomvorstellung, aus der sich das Spektrum des Wasserstoffatoms ableiten
|a3t. Dabel verwendete er sowohl die Quantelung der Energie als auch die Lichtquantenhypo-
these. Das BoHRsche Atommodell basiert zum einen Tell auf klassischer Mechanik und zum
anderen Tell auf zwei weiter nicht begrindeten Postulaten (,, Grundannahmen*), die der klassi-
schen Physik vallig fremd sind. (vgl. [6])

1. Postulat
Elektronen kdnnen den Atomkern nur auf ganz bestimmten Kreisen umlaufen. Dabei gilt fur
den Drehimpuls L des Elektrons:

h
L= = : =12 6
nx% n¥i; n=1, 2, 3, (6)
Auf diesen quantisierten Bahnen ist die klassische Mechanik anwendbar, jedoch wird in ih-
nen keine Strahlung emittiert. Mit der sog. (Haupt-)Quantenzahl n ist gleichzeitig auch
der Energiezustand des Einelektronensystems festgel egt.

Bem.: Hier wird im Gegensatz zu den in Kapitel 3.2 behandelten Beispielen nicht die Ener-
gie, sondern der Drehimpuls quantisiert.
In manchen Bulchern werden die im ersten Postulat aufgestellten Bedingungen as
zwel getrennte Postulate formuliert. Dann ergeben sich insgesamt drei BoHRsche
Postulate.

2. Postulat
Eine Anderung des Energiezustandes des Atoms kann nur durch Ubergang von einem stati-
onaren Zustand in einen anderen erfolgen. Die Frequenz n der bei einem solchen Ubergang
ausgestrahlten bzw. absorbierten Strahlung ergibt sich aus der Differenz der beiden Ener-
giezustande des Atoms:

E - E =hn (7)

Bahnradius und Gesamtenergie
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Mit Hilfe dieser Postulate lassen sich die Gesamtenergie des Wasserstoffatoms und - dasich
nach dem BoHRschen Modell das Elektron auf einer Kreisbahn bewegt - auch der klassische
Bahnradius des Elektrons berechnen.

Bahnradius:

I =F" pl=rxmv=n3 (L Postulat)

nxa

V—o

rXm,
m, xv? 1  Zxe? (Zentripetalkraft = elektrostatische Kraft;
r 4pe,  r? klass. Mechanik im Orbit)

Einsetzen von v liefert;

2 2
_ 4pe, n” i mitn=12,... BoHRscher Radius (8)
zZxe® m,

r

n

Der Radius der Kreisbahn nimmt quadratisch mit n zu. Es gibt also im BoHRschen Modell
zZwar eine untere aber keine obere Grenze fur den Atomradius.

Bsp:Z=1;n=1P r;=a,=0,52940""m=0,529 A,

Der Radius der ersten BoHRschen Bahn wird héufig mit ag oder ryy abgekirzt.

Energie

1 7% _1_@nnd  Zx® &2’ xm o

X =__

dpe, r 2 gmexrfa dpe, E4pe,nh’y

En = Ekin + Epot :%mevz -

2 4
E, =- 1. Z >€2 all- Energie des Einelektonensystems (9)
2 (4pey)” m*n’

Die lonisierungsenergie des Einelektronensystems ist also proportional zu % 2.

Bsp.: Fir Z = 1gilt: E,=-13,6€eV/n2. Speziel: n=1p E;=-2,1840"J=-136¢€V ;

Vergleich mit experimentellen Befunden
Um einen Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen zu erhalten, berechnen wir jetzt
die RYDBERG-Konstante R, , wie sie sich nach dem BoHRschen Atommodell fir das Was-
serstoffatom ergibt. Der Energieunterschied DE zwischen dem htheren Zustand 1 und dem
niedrigeren Zustand 2 ist dabel gleich der Energie des ausgesandten Photons:
4 y
|DE|:|E2 - E1|: - E&%i- ij:h)ﬂ :thE

2

2 (4peo)2 x> gnzz n

4 e o)
%_%X m, xe 1 1¢ (10)

b == .
(4p(=30)2><hz><h>«c€‘nz2 n; o

Ein Vergleich von Gleichung 10 mit der RyDBERG-Formel (Gleichung 5) liefert (vgl. [3]):



jetziger Zustand n =1; neuer Zustand n = 2), im
Vergleich zur Energie, die man bracht um es zu ionisieren (jetziger Zustand n = 1;
neuer Zustand n = ¥, auf 1on klicken)? (Die Daten kdnnen Sie aus den I nfor matio-
nen Uber das Photon ablesen.)

Lage des Linienspektrums
Vergleichen Sie die Wellenlangen der verschiedenen Serien im Fenster Linienspekt-
rum. Welche Serie liegt im sichtbaren Bereich? Kommt es vor, dal3 sich die Wellen-
langenbereiche verschiedener Serien Uberlappen?

Mitbewegung des Atomkerns
Der Wert von Ry gonr Simmt schon bis auf 0,54 %o mit den experimentellen Ergebnissen U-
berein. Die Genauigkeit [&3 sich noch verbessern, wenn man die Mitbewegung des Atom-
kerns berticksichtigt. Bisher wurde nur die Rotation des Elektrons beachtet und so implizit
ein quas unendlich schwerer Kern angenommen. Bel einer endlichen Kernmasse kreisen E-
lektron und Proton aber um den gemeinsamen Schwerpunkt S (siehe Abbildung 9).

Abbildung 9: Proton und Elektron rotieren um den gemeinsamen Schwerpunkt S.
(Proportionen sind in der Skizze aus Griinden der Ubersichtlichkeit stark verzerrt)

In der Mechanik wird gezeigt, dal3 die Gesamtenergie der beiden Teilchen gleich dem eines
einzigen fiktiven Teilchens mit einer sog. reduzierten Masse mist. In unserem Fall gilt also:

= anp

m +m,

(11)
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Modifiziert man die Energie- und Drehimpulsgleichung entsprechend, so muf3 man Uberall
me durch mersetzen. Auf diese Weise erhdt man mit R, ,, =109677,57 cm™* eine ausge-

zeichnete Ubereinstimmung mit der RYDBERG-Konstanten, so dal3 wir im folgenden
Ry,n=Ry setzen kénnen. Mit Ry kénnen wir die Energieterme auch in der Form

1
En:-RHthxF (12)

schreiben. (vgl. [6] und [12])

COMPUTERPROGRAMM " BOHR"

Berilicksichtigung der Mitbewegung des Atomkerns
Waéhlen Se im Menu Optionen den Menlpunkt Mitbewegung des Atomkerns.
Bringt die Berticksichtigung der Mitbewegung des Kerns eine Absenkung oder eine
Erhdhung der Energieniveaus des Elektrons? Um welche Faktore
Energien bzw. Wellenlangen der emittierten/absorbierten Photonen?

Absorptionslinien
Ein Atom kann prinzipiell jede Linie, die es emittiert auch absorbieren, d.h. zu jedem Uber-
gang E; ® E, gibt esauch einen E;® E;. Allerdings mul3 ein Atom, um z.B. soviel Energie
zu absorbieren, dal3 es vom 3. Zustand in den 4. Zustand gelangt, sich erst einmal im 3. Zu-
stand befinden. Im allgemeinen befindet sich das Atom jedoch im Grundzustand und so tre-
ten nur solche Absorptiondlinien auf, deren niedrigerer Zustand der Grundzustand ist. (vgl.

[3])

4.2.3 Korrespondenzprinzip

Formulierung des Korrespondenzprinzps

Wie gesehen kann man das Spektrum des Wasserstoffatoms aus dem BoHRschen Atommo-
dell ableiten. Die aufgestellten Postulate lassen sich aber mit den Mitteln der klassischen
Physik nicht interpretieren. Die Gesetze der klassischen Physik sollten siejedoch als Grenz-
fall enthalten, um beim Ubergang zu makroskopischen Objekten keine Widerspriiche her-
vorzurufen. Aus diesem Grund fordert das von BOHR aufgestellte Korrespondenzprinzip,
daid fir hohe Quantenzahlen die Gesetze der Quantenmechanik in die Gesetze der klassi-
schen Physik Gbergehen.

Bohrsches Atommodell und Korrespondenzprinzip
Uberpriifen wir nun, ob das BoHRsche Atommodell diesem Prinzip standhélt:
Zur Vereinfachung setzen wir Ry = Ry gonr. Nach den Gesetzen der klassischen Elektrody-
namik sendet ein beschleunigtes Elektron Strahlung mit der Frequenz n aus, mit der es um
den Kern l&auft. Fir die Umlauffrequenz auf der n-ten Bahn gilt:

n
_ Geschwindigkeit v r,>m, R ><£ 13
~ Umfang  2px, 2px, O s (13)

Fir die Frequenz der Strahlung, die ein Elektron beim Ubergang vom Zustand n+1 in den
Zustand n aussendet, gilt bei n >> 1:
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ae o] ae o]
=R, mxgi-—l =R >c><(}—2n+1 =R mxg (14)

’ 67 (e Sm(nedger W

n+l,n

Beim BoHRschen Atommodell korrespondiert also fur grof3e Quantenzahlen n die Strah-
lungsfrequenz mit der Umlauffrequenz. (vgl. [14])

4.2.4 FRANCK-HERTZ-Versuch

FRANCK und HERTZ haben 1913 einen Versuch entworfen (siehe Abbildung 10) der die Ener-
giestufen im Atom direkt nachweist und so das zweite BoHRsche Postulat bestétigt.

Versuchsaufbau
In einem mit Quecksilber unter niedrigem Druck geflllten Glaskolben werden Elektronen
durch eine Heizspannung aus der Glihkathode losgeldst und mit einer variablen Spannung
Ug in Richtung eines Gitters beschleunigt (sehe Abbildung 10). Die Elektronen laufen,
nachdem sie das Gitter passiert haben, gegen eine Spannung Ugeen an. Falls sie gentigend
Bewegungsenergie haben, flief3en sie an der Anode ab. Andernfalls kehren se um und fallen

auf das Gitter zurtck. (vgl. [3])
Glihkathode Gitter

V,k Anode

o ] 2
$

]
7 /®7I
Hg-Dampf

Ug Ugegen (0.1-05V)
Abbildung 10: Versuchsaufbau beim FRaNCK-HERTZz-Versuch

Versuchsergebnis
Bel der Versuchsdurchfihrung wird folgender Stromflul® in Abhéngigkeit der Beschleuni-
gungsspannung Ug beob?chtet. (val. [3])

[<— 4,9V 4,9V 4,9V 4,9V —>|

0 5 10 15 20 WV
Abbildung 11: Prinzipieller Strom-Spannungs-Verlauf beim FRANCK-HERTZ-Versuch
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Erklarung des Versuchsergebnisses

Liegt Ug unterhalb einer kritischen Spannung Uyq: (4.9 V), so fihren die Elektronen ledig-
lich elastische Stofe mit den Hg-Atomen aus und der Strom | steigt mit Ug an. Ist Ug im
Bereich von Uy SO setzen unelastische Stéle ein, d.h. die Elektronen geben Energie an die
Hg-Atome ab und kénnen nicht mehr gegen Ugegen anlaufen, so dal3 | rapide absinkt. Ober-
halb von Uy steigt | rasch wieder an. Im Bereich von 23J,i; kénnen die Elektronen zwel
unelastische Stol3e ausfuhren und | sinkt wieder.

Die Erklarung dieses Verhatens ist, dal? die Quecksilberatome nur Energie von 4,9 eV auf-
nehmen konnen und nicht beliebig kleinere Energiebetrage. Diese Anregungsenergie der
Hg-Atome wird als Strahlung abgegeben, die as zugehdrige Hg-Resonanzlinie bei 2537 A
(I =hxc/E; E =4,9eV) beobachtet wird. (vgl. [13])

4.2.5 SOMMERFELDsche Erweiterung des BoHRschen Atommodells

Experimentelle Ergebnisse
Mit zunehmender Mef3genauigkeit stellte man fest, dal viele Linien des Wasserstoffspekt-
rums eine Feinstruktur besitzen (siehe Abbildung 12). Als Beispidl sehen wir uns die H,- Li-

nie an. H, bezeichnet die Linie niedrigster Energie der BALMER-Serie. (vgl. [6])
Ha

—0,33cmt —>
Abbildung 12: H,-Linie des Wasserstoffspektrums bei htherer Aufldsung mit DopPLERverbreiterung (aus [6]).

Erweiterung des BoHRschen Atommodells
Zur Erkl&rung dieser Multipletts schlug SOMMERFELD 1916 eine Erweiterung des Atommo-
dells von BOHR vor, die er aus einer Analogiebetrachtung in der Mechanik gewonnen hatte.
Das SOMMERFELDsche Atommodell ist gegeniiber dem BoHRschen in folgenden Punkten
modifiziert (vgl. [6] und [3]):

Die Elektronen umlaufen den Atomkern auf Ellipsenbahnen. Der Kern befindet sich dabel
in einem der Brennpunkte der Ellipse.

im Brennpunkt

Abbildung 13:Die Bahn des Elektronsist eine Ellipse. In eéinem der Brennpunkte befindet sich der Kern.
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Die grof3e Halbachse a, ist ebenso grold wie der Bohrradius ry,. Es gilt aso:

dpe, n®xp®
=% mitn=12,... (15)
Zxe? m

a, =r

n n

Zusétzlich gibt es eine zweite Quantenzahl 1 £ k £ n, die den Betrag des Bahndrehim-
pulses L des Elektrons bestimmt und somit die kleine Hauptachse b, festlegt. Die
Quantenzahl k wird Nebenquantenzahl genannt. Es gilt:

L=kxz; k=1,2,3, ...,n (16)
k

=a, %= 17

b, a, X (17)

Bem.: In der Quantenmechanik wird spéter die Nebenquantenzahl k durch die Drehim-

pulsquantenzahl I=k -1 ersetzt. Um ein Umlernen zu vermeiden, wird im folgen-
den nur | verwendet.
In Termschemata werden aus historischen Griinden meist nicht die [-Werte direkt
angegeben, sondern man benutzt Buchstaben um bestimmte Zustande zu kenn-
zeichnen. Diese Abkirzungen sind aus aten Bezeichnungen der Spektroskopie
entstanden.

I 0 1 2 3 4
Bezeichnung | s (sharp) | p (principa) | d (diffus) | f (fundamental) | g

Die von der BoHRschen Theorie abweichenden Energieniveaus resultieren aber erst aus
folgender Betrachtung:

In Kernndhe erreicht das Elektron auf stark exzentrischen Ellipsen so grof3e Geschwin-
digkeiten, dal3 eine Vernachlassigung der sog. relativistischen Massendnderung nicht
mehr moglich ist. Als Folge fuhrt das Elektron Periheldrehungen (anschaulich Rosetten-
bewegung) um den Atomkern aus und durch die Massendnderung ist es stérker gebun-
den.

nicht relativistisch -> reine Ellipsenbahn relativistisch -> Periheldrehung

Abbildung 14: Veranschaulichung der Periheldrehung (nicht mal3stéblich)

Je kleiner aso die kleine Halbachse b, ist, d.h. je kleiner | ist, um so grof3er ist die Ener-
gieabsenkung. Genaue Rechnungen ergeben fir ein Einelektronensystem mit einem A-
tomkern der Kernladungszahl Z folgenden Zusammenhang:
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z° é +aZZZ en §('?' héhere Korrektur Iiederl:J 18
n2 gl n2 %| +1 49 J H (18)

E. =-Ryxc

a ist die SoMmMERFELDsche Feinstrukturkonstante. Fur sie gilt:

Geschwindigkeit des Elektrons auf der 1. Bohrschen Bahn e 1 1
= = »
Lichtgeschwindigkeit 2e, e 137 1)

a

Auswahlregel

Bel einer hohen Auflosung des Spektrums stellt man fest, dal? nicht alle vorhergesagten Li-
nien auftreten, sondern nur die, bel denen sich die Drehimpulsquantenzahl um Eins &ndert.
Deswegen stellt man noch die Forderung | ' = | +1 an die Ubergange. Dies ist energetisch
nicht zu verstehen, 183t sich aber mit dem Drehimpulserhaltungssatz erklaren, denn jedes
Photon besitzt einen Drehimpuls vom Betrag 17 .

Mit dem SoMMERFELDschen Atommodell und dieser Auswahiregel kann man sehr gut die
Alkalispektren erkléren (vgl. [3] oder [6]).

COMPUTERPROGRAMM " BOHR"
Waéhlen Sieim Menti M odell den Mentpunkt Sommerfeld.

Bem.: Das Programm stellt aus Griinden der Ubersichtlichkeit die Periheldrehung des
Elektrons nicht dar. Die relativistischen Energiekorrekturen werden aber bertick-
sichtigt.

Umlaufgeschwindigkeiten
Bringen Sie das Elektron in den Zustand (n = 2 ; | = 0). Beobachten Sie die Ge-
schwindigkeitsénderung beim Umlauf um den Kern. Wie verhaten sich die Umlaufzei-
ten des Elektrons um den Kern bel gleicher Hauptquantenzahl n und verschiedenem 1?
Sie kénnen dazu die Stoppuhr aus dem Meni Optionen benutzen. Schétzen Sie ab,
um welchen Faktor die Computeranimation gegentiber der im Atommodell angenom-
menen Bewegung verlangsamt ist.

Grofienordnung der relativistischen Korrektur
Wie grol3 sind die Energieunterschiede zwischen den einzelnen Bahnen gleicher
Hauptquantenzahl ? Welche Modifikation des urspriinglichen BoHRschen Modells er-
gibt die grof3eren Korrekturen, die Berticksichtigung der Mitbewegung des Kerns o-
der die Beriicksichtigung der relativistischen Massenanderung?

4.2.6 Kritik an BOHR-SOMMERFELD-Theorie

Vorteile
Eine Stérke des BOHR-SOMMERFELDSchen Ansatzes ist sicherlich, dal? er anschaulich die
gequantelten Energiezustéande des Elektrons als Kreise/Ellipsen zu interpretieren vermag.
Auch kénnen mit seiner Hilfe schon recht genau die Grob- und Feinstrukturen des Wasser-
stoffatoms abgeleitet werden. So wird deutlich, dal? die Einfihrung von Quantenbedingun-
gen eine Beschreibung der Experimente im Bereich der Mikrophysik ermdglicht.
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Nachteile
Die Theorie birgt jedoch einen inneren Widerspruch in sich. Denn einerseits werden die

klassischen Gesetze aul3er Kraft gesetzt, andererseits werden aber die Bahnen mit ihnen be-
rechnet. Es &% sich also kein tieferer Sinn in den Postulaten erkennen. Unbefriedigend ist
auch die Form der Atome, die nach der BOHR-SOMMERFELD-Theorie, zumindest fir das
Wasserstoffatom, nur flache Scheiben waren. Der grofdte Nachteil ist aber sicherlich, dal3 die
Theorie schon bei etwas komplizierteren Atomen mit zwel Elektronen falsche Voraussagen
macht.
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4.3 Wellenmechanisches Modell des Wasserstoffatoms
4.3.1 Zeitunabhangige SCHRODINGERgleichung fir ein Zentralkraftfeld

Wiein Kapitel 3.2.4 erwahnt, gelang DE BROGLIE die Beschreibung von Materie durch Wellen.
SCHRODINGER kam deshalb 1926 auf die Idee, auch das Elektron im Atom durch eine Wellen-
funktion y zu beschreiben. Die genaue Herleitung seiner Gleichung wirde zu weit fuhren.
Hier wird nur das Endergebnis der Betrachtungen angegeben und diskutiert. Die zeit-
unabhangige SCHRODINGERgleichung fir ein gebundenes Elektron im Zentral potential eines
Atomkerns mit Kernladungszahl Z lautet:

Hy =Ey (20)
DA & Zx 1
mit H= - D+V und V =V(r)=- -
2 dpe, r
H ist der sogenannte Hamiltonoperator. (Er ist aus der klassischen Gesamtenergie des Elekt-
rons herzuleiten, indem man den Impuls p durch den Impulsoperator - inN ersetzt). Fir das
Elektron sind nur solche Wellenfunktionen'y  erlaubt, die diese Gleichung erfillen.

Bem.: Die mathematische Struktur der obigen Gleichung 20 ist gleich der fir einen Eigenwert
| und Eigenvektor x einer Matrix A (Ax = | x). Deshalb werden die Wellenfunktionen
y, die diese Gleichung erfillen, Eigenfunktionen und die zugehtrigen Energien E E-
ner gieeigenwer te genannt.

Die Energieeigenwerte E entsprechen den moglichen Mef3werten fir die Energie des Elektrons.
Ist umgekehrt ein Energiewert kein Energieeigenwert, dann sagt die SCHRODINGERSche Wel-
lenmechanik voraus, dal3 man ein Elektron mit einer solchen Energie nie messen wird.

Um die Mitrotation des Kerns zu berlicksichtigen, verwenden wir an dieser Stelle gleich die
reduzierte Masse m Wir miissen a so die folgende Eigenwert-Differentialgleichung |0sen:

2m
Dy +-7(E-V)y =0 (21)

4.3.2 Interpretation der Wellenfunktion

Der Wellenfunktion y ist nicht direkt eine beobachtbare Grof3e zuzuordnen, sondern lediglich
ihrem Betragsquadrat |y [°. Die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t ein Teilchen im Volumenele-
ment DV am Ort (X,y,2) anzutreffen ist nach BORN:

W(X,y,zt) = il | dx xdy xdz (22)

DV

Diese statistische Interpretation der Wellenfunktion konnte durch zahlreiche Versuche bestétigt
werden.
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4.3.3 Separationsansatz

Da es sich um ein kugel symmetrisches Problem handelt, werden zweckméldigerweise Kugelko-
ordinaten eingefihrt (siehe Abtzi Idung 15):

-
J I
: X=rsinJ cosj
; , y=rsinJ sinj
AN z=rcosJ
A

X
Abbildung 15: K oordinatentransformation

Der LAPLACE-Operator D muf3 dabel ebenfalls in Kugelkoordinaten umgerechnet werden. Dies
nder Gleichung:

1igo, 1 G,

Ty 6 1 9y 2me Ze? 0
rz‘ﬂr% 9 r?sind ‘IIJ% *

PWo r’sn’d 9 2+?8E+4pe0>¢§/ =0 (=)

Wegen der Kugelsymmetrie des Problems sind Radial- und Winkelanteil unabhangig vonein-
ander. Mit dem Ansatz y(r,J,j )=R(r)¥(J,j ) a3 sich durch Separation die SCHRODIN-
GERgleichung in einen Radidanteil R(r) und einen Winkelanteil Y(J,j ) trennen. Man erhdlt
zwei Differentialgleichungen:

1 da,dRy 2mr? 11 1 dea _dvg 1 d*d
+ = S ———&8nJ —=+— —y = 24
Yisnd w &M s §n?y o 7} G2

Die linke Seite hangt nur von r, die rechte Seite nur von J undj ab. Da die Koordinaten un-
abhéngig voneinander variiert werden kdnnen, ist eine solche Gleichung nur erfllbar, wenn
beide Seiten gleich einer gemeinsamen Konstanten C,, der sog. Separ ationskonstanten, sind.

Der Winkelantell |&% sich nochmalsin Y (J,j ) = Q(J) XF (j ) separieren. Dabel benutzt man
C, a's Separationskonstante:

sjnZJeé—l i%m OI—Q(.-).+C 4_ 1d¥ =C 25
Qs W& we YT FE g2 (25)
Man hat also insgesamt drel Differentialgleichungen zu |6sen.

d’F

gz &F=0 Azimutalgleichung ( 26)

1 dea _dQo C,

Qsind dJ SN 535 G gz 7O Polargleichung (27)

1 dee,dR 2me Ch’u_

Rar & dro e V(r)- 5 2070 Radialgleichung (28)

(vgl. [13])
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4.3.4 Losungsfunktionen

Physikalische Randbedingungen
Nicht alle mathematischen Lésungen y sind auch physikalisch fir unser Problem sinnvoll.
Deshalb stellen wir noch vier zusétzliche Forderungen an die Losungsfunktionen fir dieses
spezielle Problem. (vgl. [13])

Eine Funktion y, und damit jeder einzelne ihrer Faktoren, soll eindeutig auf der Kugel-
oberflache sein, d.h.: y (r,d +p,j +2p)=y (r.d.j) (29)

Da es sich um einen gebundenen Zustand handelt, soll die Wellenfunktion plausiblerweise
(Gleichung 22) fir sehr grof3e Abstande vom Ursprung Null werden, also:

limYy (r!‘] !j ):O (30)
re® ¥

Da das Absolutquadrat der Wellenfunktion als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert

wird soll die Integration Uber den gesamten Raum sich auf Eins normieren lassen:
¥ 2p p

OO0 (raj)w(rdi)risnd d di dr=1 (31)

r=0j =0J =0
Die Wdllenfunktion y soll in jedem Raumpunkt stetig differenzierbar sein.

Die Herleitung der Lésungsfunktionen der drei Differentialgleichungen erfordert langere Rech-
nungen. Deswegen werden hier nur die Vorschriften zur Gewinnung der Funktionen F, Q und
R angegeben. Aullerdem wird kurz auf das fur die Physik interessante Zustandekommen der
Quantenzahlen eingegangen. Ausfuhrliche Herleitungen finden Sie z.B. in [13] und [16] .

Losung der Azimutalgleichung
Die Losungen der azimutalen Differentialgleichung sind fir C,t 0 von der Form:

F(j )= A% +Bxe /e (32)

Bel der Festlegung des Koordinatensystems haben wir die z-Achse willkirlich gewahit
(Abbildung 15). Da jedoch das Zentrakraftfeld vollkommen symmetrisch ist, sollte die
Wahrscheinlichkeitsdichte y % rotationssymmetrisch beziiglich der z-Achse und damit un-
abhangigvonj sein. Fir F5F erhalten wir nach Gleichung 32:

F o)) =A% +[B7 + A" xBxe ™% + AxB' xe® /™

FF und damit auch y % sind also nur dann unabhangig von j , wenn A oder B = 0 ist.
Wir setzen B = 0 und erhalten:

Fi )= Axe™! (33)
Fur C,=0ist die L6sung von der Form:
F(j )= A+Bj (34)

Fdls B’ * 0 gelten wirde, wére F und damit auch y fir j ® ¥ divergent. Nach unserer
zweiten physikalischen Randbedingung (Gleichung 30) ist dies aber untersagt. Es folgt da-
her B =0.
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Da algemein F(j )=F( +2p) gefordert wird (Gleichung 29), mul3 C, das Quadrat einer
ganzen Zahl sein. Aus Griinden, die spéater noch erlautert werden, wird diese Zahl magneti-
sche Quantenzahl m; genannt (C, = n’). Die normierte L6sung fir m =0 alsauch m? O
der azimutalen Differentialgleichung lautet fir beide Félle (C,=0 und C,* 0) aso:

F o (i )=ieimj (35)

J2p

mit der magnetischen Quantenzahl m =0, £1, 2, +3, ... (vgl. [13])

Losung der Polargleichung

Die Polargleichung entspricht einer LEGENDRESchen Differentialgleichung, die durch einen
Potenzreihenansatz in cos(J) geldst werden kann. Wegen der Forderung der Normierbarkeit
darf Q nicht divergieren. So ergibt sich, dal3 die Losung eine endliche Potenzreihe, aso ein
Polynom sein mul3. Man bezeichnet den Grad des Polynoms (eine ganze, nichtnegative
Zahl) mit |. Aus der Forderung der Stetigkeit von Q folgt dann, dal3 C;=I(I+1) und -1 £ m
£ | gelten muf3. Dahierbel | nur O oder eine natiirliche Zahl sein darf, hat man aso eine wei-
tere Quantisierungsbedingung gefunden. | wird Drehimpulsquantenzahl genannt.

Q"(J)=N"R"(cosJ) (36)

mit den Werten | =0, 1, 2, 3, ....

Die Polynome P werden fur m = 0 as LEGENDRE-Polynome bzw. fir m* 0 as zuge-
or dnete L EGENDRE-Polynome bezeichnet. Sie kénnen durch folgende Ableitungsvorschrift
gewonnen werden (vgl. [16]):

(- m d'*”‘(cosZJ - 1)
P™(cosd) = T (1- cos?3)> [Goos))™ (37)
Der zu Q gehoérige Normierungsfaktor ist:
21+1 \I- m)!
N™ = ( m) (38)
2 (1+m)
Losung des Winkelanteils
Fur den Winkelanteil Y, (J J ) any erhd8lt man also folgende Gesamtl sung:
i m i 1 m pm im¥
Yl,m(J!J):QI (J)XFm(J):@XNl R (COSJ)Xe (39)

Die Funktionen Y, werden Kugelflachenfunktionen, die Funktionen Y, .. (m * 0) zuge-

ordnete Kugelflachenfunktionen genannt. Sie bestimmen die réumliche Gestalt der Wel-
lenfunktionen und sind z.B. fir die Bindung an einem Molekiils ausschlaggebend. Deshalb
werden in der Chemie statt der Wellenfunktion y oft nur die (zugeordneten) Kugelflachen-
funktionen Y] . betrachtet (Orbitalmodelle).

Bem.: Man kann zeigen, dal3 die Summe tber m aler Y . fUr ein bestimmtes | stets eine
Konstante ergibt.
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Die Y, sind zwar in Polarkoordinaten angegeben, da wir sie unsi.a. aber besser in einem

kartesisches K oordinatensystem veranschaulichen konnen, Ubertragen wir sie in ein solches.
Dabel missen wir auch eine z-Achse definieren, von der aus der Winkel J gemessen wird.
Die Wahl der z-Achse erfolgt willkrlich, solange nicht durch ein aul3eres Feld die I sotropie
des Raumes gestort wird. st aber eine Richtung im Raum durch z.B. ein Magnetfeld ausge-
zeichnet, dann definiert man diese Richtung a's z-Achse. Die z-Achse wird deshalb gewahlt,
welil dies die mathematische Behandlung vereinfacht, da in dem von uns gewahlten Koordi-
natensystem (Abbildung 15) die z-Koordinate nur von J, ale anderen Koordinaten eines
Punktes aber sowohl von J alsauch vonj abhangen.

Die Darstellung der Y, ist in einem dreidimensionalen Raum nicht mdglich, well sie auch

komplexe Werte annehmen kénnen. Deshalb wird oft nur ihr Realteil oder ihr Betragsquad-
rat in einem Polardiagramm dargestellt.

COMPUTERPROGRAMM " SCHRODINGER"

Vorbemerkungen
Das Programm Schrodinger stellt das Betragsquadrat |Y, ]2 der (zugeordneten)
Kugelflachenfunktionen in einem Polardiagramm dar. Durch den Betrag entfallt fur
die Y, die Abhangigkeit von j , so dal3 die x-Achse und die y-Achse in dieser
Darstellung zusammenfallen.

Il [ (3.1)]°2: |zugeurdne1==
z

Ein solches Polardiagramm ist folgendermal3en zu interpretieren:
Die Entfernung vom Ursprung bis zum Rand der schwarzen Kurve gibt die Gréfe von
[Y) mf? flr den Winkel J an.

Starten Sie das Programm Schr 6dinger .

Aussehen der Kugelflachenfunktionen
Aktivieren Sie das Fenster |Y,.|: |[Kugelflachenfunktion|*2 tber das Menii Fenster
und wahlen Sie n = 10. Variieren Sie die Quantenzahlen | und m und machen Sie sich
so mit den verschiedenen Typen der (zugeordneten) Kugelflachenfunktionen vertrai.

Auswirkung der magnetischen Quantenzahl
Wéhlen Sie | = 6 und m, = 0. Erhéhen Sie jetzt schrittwel se die magnetische Quanten-
zahl. Beobachten Sie dabei, wie sich die Form der Kurve immer mehr der xy-Ebene
nahert.

Ahnlichkeiten der Kugelfunktionen untereinander
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Andern Sie | und m, jetzt so, dai die Differenz zwischen ihnen konstant 1 (oder 2
usw.) ist. Was fédlt Ihnen auf? Konnen Sie nur anhand der Graphik feststellen, ob es
sich um ene (zugeordnete) Kugelfldchenfunktion mit grofieren oder kleineren Quan-
tenzahlen handelt?

Losung der Radialgleichung
Die radiae Differentialgleichung besteht aus einem exponentiell fallenden Anteil (wegen
limY (r.d.j ) = 0) und einem Polynomfaktor, der ahnlich wie bei der Polargleichung, durch

r® ¥
einen Potenzreihenansatz zustandekommt. Dabel ergibt sich wieder eine neue Quantenzahl n

aus der Abbruchbedingung fur die Reihe. Diese Hauptquantenzahl n mu3 aus Stetigkeits-

grinden eine nattrrliche Zahl und grof3er al's die Drehimpulsquantenzahl | sein. Die normierte
Radialfunktion lautet (nach [16]):

.32 L sz L.

&z06 2" [(n-1-1)! exzd - . &0

R’],l(r):g : w2 ( ) % e xl—il.|l.1g—+

3@ n (n+1)! éa o n>a, @

(40)

mit der Hauptquantenzahln=1, 2, 3, ...,

_ 1 _l - X dk - X K+ j :A(%'Fjg (' X)n
den L AGUERRE-Polynomen: L} (x) = X W(e o) Eogk' I

4 2
und der Abkirzung a, = 2?0 X% (Bahnradius des € im Grundzustand beim H-Atom)

Setzt man die Reihendarstellung der LAGUERRE-Polynome direkt ein, so ist die Struktur von
R, leichter zu Uberschauen.

.z n-g‘fl)
R,(N)=Nx "™ x'xgc x" (41)
n=0

Dabei sind sowohl die Normierungskonstante N als auch die Koeffizienten ¢, reele Zahlen.
Die Radiafunktionen bestimmen die radiaen Wahrscheinlichkeitsdichten. Sie legen daher
fest, wie wahrscheinlich es ist, das Elektron in einer bestimmten Entfernung vom Kern zu
finden.

COMPUTERPROGRAMM " SCHRODINGER"

Aussehen der Radialfunktionen
Aktivieren Sie das Fenster R,,;: Radialfunktion Uber das Menl Fenster und lassen
Sie sich verschiedene Radialfunktionen zeichnen. Erkennen Sie eine Abhangigkeit der
Anzahl der Nullstellen von R,; von den Quantenzahlen n und |? Fir welche | ist bel
r =0 eine Nullstelle?
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Gesamtldsung
Die Welenfunktion y setzt sich aus dem Produkt der Radial- und der Kugelfunktion zu-
sammen und ist bereits normiert, da R, und Y, . normiert sind:

Yorm (030 )=R (0%, (3,j)  mitn>1-13 |m| (42)

Bem.: Die Quantenzahlen n, I, m wurden nicht wie beim BoHRschen Atommodell durch
Quantisierungspostul ate eingefihrt, sondern haben sich bei der Herleitung auf nattir-
liche Weise aus den physikalischen Randbedingungen ergeben.

COMPUTERPROGRAMM " SCHRODINGER"

Verschiedenartige Darstellungen
Waéhlen Sie die Option Alle Fenster sichtbar im Menu Fenster und vergleichen Sie
die verschiedenen Darstellungsarten der Wellenfunktion.
Waéhlen Sejetzt n = 4 und | = 2. Was fédlt Ihnen bei einem Vergleich zwischen der
Punktdichtedarstellung und der Farbdarstellung auf? Welche Bereiche werden durch
die Farbdarstellung nicht mehr wiedergegeben?
Stellen Senunn = 4und | = 1 ein. Da die Werte von |y P relativ schnell mit zuneh-
menden Abstand vom Kern abfallen, erweckt die Farbdarstellung den Eindruck einer
stérkeren Bindung des Elektrons an den Kern, as die von Zufalszahlen abhéngige
Punktdichtedarstellung. Dies wird besonders fir n = 4 und | = O deutlich.

Myonenatom
Wéhlen Sieim Meni Tellchen® Orbit das Myon (einfach negativ geladenes Teilchen
mit ungefahr der 207fachen Elektronenmasse). Wie andern sich die Einheit des Koor-
dinatensystems und die Wahrscheinlichkeitsdichten? Ist [hnen klar warum?

Aufenthaltswahrscheinlichkeit
Nach Kap. 4.3.2 gibt |y ? die Wahrscheinlichkeitsdichte an. Um die Wahrscheinlichkeit W(r)
dafur zu berechnen, ein Elektron unabhéngig von J und j irgendwo zwischen r und r + dr
zu finden, integrieren wir y Uber die Raumwinkel:

2
W(r):épqp’y(r,J J )| ?sin(3)>dr dJ dj =4p xR(r)* x 2 xar (43)

Die Aufenthaltswahr scheinlichkeit eines Elektrons in radialer Richtung an einer Stelle r
(mit der Unsicherheit dr) ist also proportional zu r2R2. (vgl. [13])

COMPUTERPROGRAMM " SCHRODINGER"
Waéhlen Sie wieder die Standardteilchen Proton as Kern und Elektron im Orhit.

Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit
Schalten Sie das Fenster Radialfunktion auf Vollbilddarstellung. Stellen Sie zun&chst
am Bedienfeld im Feld Radial den Schalter auf R®. Wahlen Sien = 1und | =m, = 0.
Schalten Sie jetzt auf r’R®. Machen Sie sich den Unterschied zwischen den beiden
Funktionen klar. Welche Bedeutung kann man ihnen jewells zuordnen?
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\/arnlairh mit RNnuberhom Atnmmanadll

Welchen Wert mul3 | in Abhangigkeit von n annehmen, damit das Maximum der
radialen Aufenthaltswahrscheinlichkeit genau beim entsprechenden BoHRschen Maxi-
mum liegt?

Erwartungswert des radialen Abstands
Die blaue Linie gibt im Fenster Radialfunktion den Erwartungswert des Abstands
zwischen Kern und Orbit-Teilchen an. (Nur im Modus r°R?.) Welchen Wert erwartet
man also im Mittel fir den Abstand Proton-Elektron beim Wasserstoffatom im
Grundzustand nach dem wellenmechanischen Atommodell? Vergleichen Sie den Er-
wartungswert mit dem entsprechenden BoHRschen Radius auch fiir andere Zustdnde.

Entartung der Energie
Bel der Losung der radialen Differentialgleichung ergibt sich aul3erdem, dal3 die Energien
E < 0) von n abhangen, also gequantelt sind:
2 4
E, = DX g =R, Mhexs (44)
2 (4pe,) xn’ n
Das Erstaunliche ist, dal3 wir dieselben Energiezustande erhalten wie beim BoHRschen A-
tommodell (8).
Da trotz unterschiedlicher | und/oder m dem Elektron die gleiche Energie zugeschrieben
wird, spricht man deshalb von Entartung der Energiezustande.
Aus der Bedingung -| £ m £1 folgt, dal3 m fir jedes | insgesamt 2+1 verschiedene Werte

annehmen kann. Well | ale Zahlen von O bis n-1 durchlaufen kann, gibt es also fir jeden
n-1

n-Wert & (21 +1) = n? verschiedene Eigenfunktionen, die zum gleichen Energiewert E, ge-
1=0

héren. Jeder Zustand ist darum n*-fach entartet. (vgl. [13])

4.3.5 Bahndrehimpuls des Elektrons

Quantenmechanischer Drehimpulsoperator
Beim Ubergang vom klassischen Impuls zum Impulsoperator ersetzen wir p durch - iR .
Genauso gehen wir jetzt vor um den quantenmechanischen Drehimpulsoperator zu fin-
den (vgl.[13]):

=1~ p:(;y: . -|h>‘(;ﬂiy::'|h’©z%' X%_:Qly:
&20 o &i-yis 8,5

Rechnet man | in Polarkoordinaten um, so erhdlt man fur die einzelnen Komponenten:

e 9 9606
I =Ih88|nj ﬂ—J+cotJ XCOs| WE' (45)
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I —ihae COSj l+cotJ §inj 19 46
|
| =-ih— 47
z I i (47)

Eigenwerte des Drehimpulses
Fir I'? erhélt man:

_ €1 T .76, 1 fTu
2=+ +12=- P >+ — (]
= e ™ s ez 1 2
Der Ausdruck - I'?/n? entspricht genau dem Operator fir den Winkelanteil der Schrodin-
gergleichung (siehe Gleichung 20). Darum gilt:

|‘2>ev,m(J i )=|(|+1)h2 W,m(J ,j) (48)

I'* hat die Eigenfunktionen Y, und die Eigenwerte I(I +1) %2 . Nach dem Grundpostulat
der Quantentheorie sind die Eigenwerte gleich den moglichen Mef3werten. Danach sind dso
flr den Betrag des Drehimpulses nur folgende Mef3werte feststellbar:

=311 +12) %1 (49)

mit1=0, 1, 2, ...
Der Betrag des Drehimpulses ist daher durch | quantisiert. Daher kommt auch die Bezeich-
nung Drehimpul squantenzahl fir |.

Vorsicht: | steht hier und im folgenden ausschliefdich fur die Drehimpulsquantenzahl. Es
gilt [I|* I. In der weiterfiihrenden Literatur wird manchmal nicht streng zwi-
schen Drehimpuls und Drehimpulsquantenzahl unterschieden.

Aulerdem erweist sich - If/h2 as identisch mit dem Operator fir F in der Azimu-
talgleichung (Gleichung 26), denn es gilt:

2

l§=-h2ﬂ?2 (50)

Wenden wir - I2/a” auf F,, anund erhalten:
1. _T - _
-h—ZIZXFm—ﬂjZﬂ:m—-m, o PoLE =maE (51)

Also folgt:

[, =m (52)
mitm=-I, -1+1, ....,,0, .., I-1, |

m ist daher die Quantenzahl der z-Komponente des Bahndrehimpulses. |, unterliegt dadurch
ebenfalls einer Quantelung.
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Aus weitergehenden Betrachtungen der Quantenmechanik folgt, dai3 lediglich der Betrag
und eine Richtungskomponente des Drehimpulses (in unserem Fall die z-Richtung) gleich-
zeitig mefdar sind. D.h. |, und I, sind nicht gleichzeitig beobachtbare Grofien und unterlie-
gen daher keiner Quantelungsvorschrift. (vgl. [13])

[lustration
Wir wollen uns den festgestellten Sachverhalt an einem Beispiel
fur | =3 veranschaulichen (siehe Abbildung 16).

3
Aus | =3 kénnen wir lediglich auf den Betrag des Drehimpulsvek- 2 //
tors schlieen. In unserem Beispiel ist er [[|=/33+1) %z und - ;_’
endet deshalb irgendwo auf dem grauen Kreis in Abbildung 16. - 1
Fir m und damit wegen Gleichung 49 auch fir |, ergeben sich - \
(2x+1)= 258+1= 7 Einstellmoglichkeiten. Die z-Komponente des -3 \

Drehimpulsesist also immer ein ganzzahliges Vielfachesvon 7 . Abbildung 16:

Im BoHRschen Atommodell war dagegen der Betrag des Drehim- gingelimaglichkeiten

puIS&S an natUrliches Vielfachesvon # (Sl ehe 422) (Vg| . [13]) des Drehimpul svektors bzgl.
der z-Achse (aus[13])

Als né&chstes sei auf3er | =3 auch noch m =3 bekannt. Jetzt ist ne-
ben der Lange des Drehimpulsvektors|T | = \/3(3+1) ¥ auch noch
der Wert seiner z-Komponente |, = m 1 = 3% festgelegt. Die

genaue Richtung von T ist nicht bestimmbar, da durch die Festle-
gung von |, die Anteile I, und |, nicht mehr gleichzeitig scharf de-
finiert sind. Der Drehimpulsvektor befindet sich also irgendwo auf
dem Kegelmantel (siehe Abbildung 17), den man sich klassisch als
Prézessionskegel des Drehimpulses vorstellen kann. In diesem
Modell sind dann nur digjenigen Grélien mef3bar, die zeitlich kon-

Abbildung 17:

. ~ ; Unschérfe des Drehimpuls-
stant sind (|T| und I, , aber nicht I, und ). (vgl. [13]) vektors (aus [13])
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4.4 Feinstruktur des Wasserstoffatoms

Wie bereits festgestellt haben, erhaten wir mit dem SCHRODINGERschen Atommodel| die glei-
chen Energiewerte wie beim BoHRschen. Mit zunehmender Mef3genauigkeit der spektroskopi-
schen Apparate konnten immer mehr Feinheiten des Spektrums aufgel6st werden, die durch
den in Kapitel 4.3 gemachten Ansatz nicht erklart werden (vgl. auch Kapitel 4.2.5). Da die
guantenmechanisch exakte Behandlung des Wasserstoffatoms mit der DIRACschen Theorie
Uber die Grundlagen der Atomphysik hinausgeht, sollen in diesem Abschnitt anhand von an-
schaulichen Modellen die Ursachen fir die Feinstruktur der Linienspektren erkl rt werden.

4.4.1 Beruicksichtigung relativistischer Effekte

In den bisherigen Betrachtungen zum wellenmechanischen Atommodell wurde eine mogliche
relativistische Massenédnderung vernachldssigt. Die kinetische Energie Ey, des Elektrons be-
tragt je nach Anregungszustand einige Elektronenvolt wahrend die Ruheenergie E, des Elekt-
rons ungefahr 0,5 MeV ist. Das Verhdltnis von Ey, zu Eo liegt also im Bereich von 10°. Die zu
erwartenden relativistischen Korrekturen sind von der gleichen Grof3enordnung.

Die (effektive) Masse m(v) des Elektrons hangt nach der speziellen Relativitétstheorie auch
von der Geschwindigkeit v ab. Fir die kinetische Energie E,i, des Elektrons ergibt sich folglich
ein anderer Ausdruck:

k|n_ pC +|TbC rn02 (53)

Da p?c? in unserem Fall relativ klein gegeniber my” ¢ ist, kann die kinetische Energie Eyi, née-
rungsweise in eine Reihe nach p entwickelt werden:

P, p3 T (54)
2rnO 8% c Abbruch nach dem 2.Glied
Bildet man den Hamiltonoperator mit diesem entwickelten Ausdruck fur die kinetische Energie

(p wieder durch - inN ersetzen) und |6st daflir die SCHRODINGERgIeichung (Gleichung 20), so
andern sich als Konsequenz die Energieeigenwerte E,, in folgender Weise ab:

2 4

Ekin(v) »

R, ><hc><Z—2§L+ a’Z’sen 30U (55)
=- - —H
n? &l+3 Az

Dabel ist a wieder die SOMMERFELDsche Feinstrukturkonstante (vgl. Gleichung 18). Man er-
halt also bis auf geringfligige Unterschiede (I +1 ® | +%das gleiche Ergebnis wie beim Atom-
modell von SOMMERFELD. Die Zusatzenergie DE,y durch die relativistische Korrektur ist also:

2Z4 en 30
DEy =- Ry ><hc>< >(8|+7 15 (56)

Beim Wasserstoffatom liegt DE,4 im Bereich von 10° eV.
Bem.: Diese relativistische Korrektur der Energieterme ist vereinfacht. Aus der DIRACSChen

Theorie folgen noch zusétzliche Korrekturterme, da mit Hilfe dieser Theorie auch die
Existenz des Elektonenspins abgel eitet werden kann (vgl. Kapitel 4.4.3).
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4.4.2 Magnetisches Moment der Bahnbewegung des Elektrons

Ein Elektronenzustand mit | * O besitzt ein magnetisches Dipolmoment. Die folgende klassi-
sche Betrachtung macht die Ursache dieses Moments verstandlich.

Klassisch

Ein mit der Frequenz f auf einer Kreisbahn mit Radius r und der Geschwindigkeit v umlau-
fendes Elektron entspricht einem elektrischen Strom | der Starke:

: e exv

| =Q=-exf=-—=- —— 57

Q=-ex T 2 % (57)
Es erzeugt daher ein magnetisches Dipolmoment m(nicht zu verwechseln mit der reduzier-
ten Masse):

2= ——x (58)

Mit Hilfe des Betrags des Bahndrehimpulses |I| kénnen wir v schreiben dls:

I

V= —| | (59)
m, X

Da das magnetische Moment der Bahnbewegung und der Drehimpuls antiparalel sind (ne-

gative Ladung des Elektrons), erhalten wir schliefdlich:

co &
m m (60)
Die potentielle Energie Eqng des magnetischen Dipolsist dann:
_ e __
=-MB=—-XB 1
Ereg = MB = o (61)
Larmor-Prazession
Das Magnetfeld bt nach den Gesetzen der Elektrody- B
namik ein Drehmoment M auf den Dipol aus:
M=m" B (62) W
Folglich ist I =-2m xm/e nicht mehr zeitlich kon-

stant, sondern prézediert mit einer Frequenz w um B

(siehe Abbildung 18).

Aus der Abbildung erkennt man |DI| =|T|xw xsinJ xDt,

dso gilt auch M :m:@:|F|xN>sinJ und mit
da Dt

M =mxBxsinJ folgt fur die sogenannte LARMOR-

Frequenz w der Bahnbewegung:
_mxB _exB

D

(63)

Abbildung 18: LARMOR-Prézession
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Quantenmechanisch
Es soll hier nochmals betont werden, daf3 die bisher durchgeftihrten klassischen Rechnungen
lediglich eine Plausibilitétsbetrachtung darstellen. Fir eine quantenmechani sche Behandlung

des Problems miissen wir den Hamiltonoperator um den Term V, . =- MB erweitern, der

die Energie eines Dipols im Magnetfeld darstellt, und die Energieeigenwerte dieser Glei-
chung berechnen.

Aus einer quantenmechanischen Storungsrechnung erhadlt man fir kleine magnetische Poten-
tiale Vingg (im Verhdtnis zum CouLomB-Potential):

E ,=-MB=g x—XNB (64)

Dabel stellt die Proportionalitdtskonstante g, der sog. L ANDEsche g-Faktor, einen Zusam-
menhang zwischen dem magnetischen Moment der Bahnbewegung und dem Bahndrehim-
puls des Elektrons her. Nach der obigen klassischen Herleitung wéare g = 1. Der g-Faktor ist
also auch ein Mal3 dafur, wie sehr sich das quantenmechani sche magnetische Moment von
dem klassisch berechneten unterscheidet.

Da im SCHRODINGERschen Atommodell der Drehimpuls | des Elektrons quantisiert ist, ist
auch die potentielle Energie des Dipols gequantelt. Zeigt das Magnetfeld B=(0,0,B) aus-
schliefdlich in zRichtung (oder wéhlt man die z-Achse entsprechend), so ergibt sich mit der
Quantisierung des Drehimpulses in z-Richtung | =m xi flr die potentielle Energie des
Dipols der folgenden Ausdruck:

exi
Ereg = 0 X—2me xm xB (65)
Der Faktor
exh 23 2
m = » 57,88 meV / T = 0,927 X107 xA xm (66)

e

wird BoHRsches M agneton genannt. (vgl. [13]).

Fur ein einzelnes Elektron erhdlt man aus dem Experiment g, =1, d.h. die vorher durchge-
fuhrte klassische Betrachtung liefert das richtige Ergebnis (vgl. [13]).

4.4.3 Spin des Elektrons

STERN-GERLACH-Versuch

In einem Hochvakuum fihrten 1922 STERN und GERLACH einen Strahl Silberatome, die sich
im Grundzustand befanden, durch ein stark inhomogenes Magnetfeld. Dabel zeigten sich auf
der Photoplatte zwei in Richtung des Feldgradienten getrennte Flecke (Abbildung 19). Ein
ahnlicher Versuch wurde von PHIPPS und TAYLOR mit atomarem Wasserstoff wiederholt.
Es ergab sich ebenfalls eine Aufspaltung des Strahls in zwei Komponenten. Wegen der Ein-
fachheit des Wasserstoffatoms diskutieren wir im folgenden das Phanomen fir dieses Ele-
ment. (vgl. [12])
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Hg -Atom-Strahl

S
L 7) |

z

=

)

Atomstrahl- stark inhomogenes Photoplatte
ofen Magnetfeld
Abbildung 19: Schematische Darstellung des STERN-GERLACH-V ersuches

Die Ursache fir die Aufspaltung muf3 in einer Wechsalwirkung des magnetischen Moments
der Wasserstoffatome mit dem Magnetfeld liegen. Auf die Atome wirkt im Magnetfeld in z-
Richtung die Kraft F:

_ B8
z 9z Mz -m 9z
Da sich die Wasserstoffatome im Grundzustand befinden, hat das Elektron keinen Bahn-

drehimpuls. Nach Gleichung 56 wére kein magnetisches Moment und daher keine ablenken-
de Kraft zu erwarten.

(67)

Bem.: Bei den Silberatomen kompensieren sich die magnetischen Momente der inneren E-
lektronen gegenseitig und o ist allein das magnetische Moment des &ul3eren Elekt-
rons (mit 1=0) fir das gesamte magnetische Moment des Atoms verantwortlich. Bel
den Silberatomen liegen also &hnliche Voraussetzungen vor wie beim Wasserstoff-
atom.

Wie wir sehen werden, 183 sich die Aufspaltung des Atomstrahls jedoch deuten, wenn man
dem Elektron einen Eigendrehimpuls zuordnet, der anschaulich von einer Drehung des E-
lektrons um sich selbst herrtihrt. Diese Eigendrehung wird Spin (engl. ,schnelle

Drehung, Drall*) genannt.

Spin
In Analogie zum Drehimpuls wird der Spin ebenfalls durch einen Vektors beschrieben, fur
den gilt:

g =yds+1) % (68)
und
S, =m, % (69)

mit der magnetischen Spinquantenzahl ms= -s, -s+1,..., s

ms stellt eine vierte Quantenzahl zur Charakterisierung des Elektronenzustands dar.
S, bzw. m; kann 2s+1 Werte annehmen. Da wir im Experiment eine Aufspaltung in zwel
Komponenten erhalten haben, gilt fir die Spinquantenzahl s:

Ss= 1 (70)
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Wie der Drehimpuls I unterliegt auch s einer raumlichen Quan-
telung, wobel seine genaue Richtung unbestimmbar bleibt. Be-
kannt ist, dal3 fur den Betrag des Eigendrehimpulses stets
|5l =+/% % gilt und seine z-Komponente s, entweder den Wert
+Y oder -V& hat. S ist dso niemals parald zur z-Achse, son-
dern befindet sich irgendwo auf dem oberen (ms= %k bzw. unte-
ren (m= -% Kegelmantel (siehe Abbildung 20). Ist die z-
Richtung festgelegt, dann sind die Komponenten s, und s, nicht
mehr bestimmbar.

Abbildung 20: Richtungs-
guantelung des Spins

Der Spin verursacht ein magnetisches Moment m. In Analogie zu den Regeln fur den
Drehimpuls legen wir dabei einen Proportionalitétsfaktor gs, den LANDEschen g-Faktor
des Elektronenspins, fest

_ S
m =- g, X} X% (71)
Fur die z-Komponente m; gilt dann wieder:
nl,z:_gsmm (72)

Mit Hilfe des EINSTEIN-DE HAAS-Effekts kann man zum Beispiel das magnetische Moment
m,, des Elektronenspins bestimmen. Dabei ergibt sich, dal3 der Betrag von m, ungeféhr
gleich dem BoHRschen Magneton ng ist. Wegen |my= ¥t folgt aus Gleichung 72, dal3 gs
ungeféhr 2 ist.

Neuere und wesentlich aufwendigere Experimente, die andere Effekte ausnutzen, ergeben
gs= 2,002319304386 + 2:40™. Fiir unsere Zwecke genligt es aber mit der Naherung gs » 2
zu rechnen (vgl. [17]).

4.4.4 Spin-Bahn-Kopplung
Die Wechsalwirkung zwischen dem magnetischen Spinmoment und dem Magnetfeld aufgrund

der Bahnbewegung fiihrt bei einem Einelektronensystem dazu, da’ Bahndrehimpuls T und Ei-
gendrehimpuls S nicht mehr unabhéngig voneinander sind. Ohne &ul3eres Magnetfeld addieren

sich I und s vektoriell zu eéinem konstanten Gesamtdrehimpuls .
j=T+s (73)

I und 3 prézedieren durch die Kopplung nicht mehr um die z-Achse, sondern um j . lhre z-

Komponenten |, und s, sind nicht mehr beobachtbr.|],/s/,|7| und j, sind aber sehr wohl

gleichzeitig scharf mefdoar. Dies kann man sich in einem klassischen Bild mit den Prézess-
onskegeln aus Abbildung 21 veranschaulichen. Dabei stellt man sich vor, dal3 die Vektoren
jeweils ihre Kegelmantel ,,umlaufen”. Mef3bare Grof3en besitzen dann jewells zeitlich konstan-
ten Werte, wahrend nicht mef3bare Grof3en keine zeitlich festen Werte haben.
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3 S
[\ oder vereinfacht ®
» J -
3 T |
Abbildung 21 und Abbildung 22: T und s koppelnsichzu |

Fur die neue Gesamtdr ehimpulsquantenzahl j gibt es dann die Mdglichkeiten

j=l+s (74)
undfalsl >s

j=1-s (75)

Bsp.: | % b j=%
I 5

L P j=%oder j=%

0: s
1; s=¥

Fur den Gesamtdrehimpuls | gelten wieder die alten Rechenregeln:

71=+i(i +2) (76)

J,=m (77)

mit der magnetischen Gesamtdrehimpulsquantenzahl my = -}, (-j+1), ..., (-1), ]
m kann daher insgesamt 2j+1 Werte annehmen. (vgl. [16])

Bsp.: |=2;s=%
=% oder j=%
o [35 . [18
|J|_ jxh m— th
3

s
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Auch die Magnetmomente m und m setzen sich vektoriell zu einem
additiven Magnetmoment m ¢ zusammen (Abbildung 23). Zwar sind m

bzw. m jeweils antiparalel zu [ bzw. s, weil aber der g-Faktor des
Spins (etwa) doppelt so grof3 ist wie der des Bahndrehimpulses, ist m
nicht antiparallel zu j. Ohne &ulleres Magnetfeld prézediert m, um J
und bildet im zeitlichen Mittel ein magnetisches Moment m des Ge-
samtdrehimpulses, da sich die Komponenten von m ¢ senkrecht zu m
im zeitlichen Mittel gegenseitig kompensieren. Fur my gilt dann:

_ i Abbildung 23:
M =-9;xm >, (78) " Addition der magneti-
schen Momente

bzw. flr seine z-Komponente

m, =-g; X Xm (79)

Den zugehtrigen LANDEschen g-Faktor des Gesamtdrehimpulses g; kann man Uber den
Kosinussatz ableiten. Man erhélt:

j(j+)+ss+D- 10+

=1+ 80
9; 5 Xj(j N 1) (80)
Fur den LANDEschen g-Faktor des Gesamtdrehimpulses gilt stets folgende Bedingung:
9<g<0s (81)

Verschaffen wir uns nun mit der folgenden Tabelle einen Uberblick iiber die Quantenzahlen,
Drehimpulse und magnetischen Momente des Einelektronensystems (vgl. [16]):

Bezeichnung | Quantenzahlen | Drehimpuls M agentisches Moment | g-Faktor
» Bahn* 1=0,1,..(n-1) M=+ | . I g=1
m=-g, X X%
m=-, .., (1,1 | I,=m m, =- g, X, Xm
. Spin” s=% - _ 5 s » 2
Sp |S| ds-i-l)xh nl:-gsxn‘bxg g
mS:-l/g+1/2 Sz:rnsxh m,z:_gsmm
» Gesamt” j=1+s, | - s _ [ i j
J Il -9 |J|_ j(j+1)>¢l ﬁ]:-ngnEx% 0]
m=-j, .., (-1),] jz:mjxh m,=-g; X1, Am,

Tabelle 2 : Quantenzahlen, Drehimpulse, magnetische Momente und g-Faktoren des Einelekronensystems

4.4.5 Energie der Spin-Bahn-Kopplung

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir uns mit den magnetischen Momenten des Ein-
elektronensystems beschéftigt. Diese machen Korrekturen der Energieterme notwendig, falls
sich die Dipole in énem Magnetfeld befinden. Folgende anschauliche Uberlegung mit Hilfe des
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BoHRschen Modells zeigt, dal? die atomaren Magnetmomente auch ohne die Anwesenheit e-
nes aulleren Magnetfeldes schon einem inneren Magnetfeld ausgesetzt sind.

Wir haben bisher ein Kern-Elektron-System immer vom Bezugsystem des Kerns aus betrachtet
(Abbildung 24). Nach der Relativitétstheorie kann dieses System aber auch vom Ruhesystem
des Elektrons aus betrachtet (Abbildung 25) werden. (vgl. [13])

Wechsel ins Ruhesystem A
des Elektrons® = -

Abbildung 24: Abbildung 25:
Im Ruhesystem des K erns umlauft Im Ruhesystem des Elektrons um-
das Elektron den Kern. [&uft der Kern das Elektron

Far | * 0 erzeugt dann vom Elektron aus gesehen der kreisende Kern ein Magnetfeld am Ort
des Elektrons. Dieses Feld wirde man klassisch mit Hilfe des BiOT-SAVART-Gesetzes berech-
nen. Man erhdlt:

. mxZxe

Slewr sty
4pr=xm,

Die Rucktransformation ins Ruhesystem des Kerns ist nicht trivial. Die Berticksichtigung rela-

tivistischer Effekte fuhrt auf einen zusétzlichen Faktor YATHOMAS-Faktor). Da das magneti-

sche Potentia relativ klein gegentber dem Coulombschen Potential ist, ergibt eine St rungs-

rechnung, dal3 die Zusatzenergie DE, s infolge der Spin-Bahn-Wechelwirkung gleich dem Er-
wartungswert der potentiellen Energie des magnetischen Dipols:

(82)

. 1 mxZxe. mxZxe , -
DE.,5=<-n1><B.>=<+gs><rrb><s><§>< v |>=gs><mgW><sl> (83)
Um das Vektorprodukt <§F> auszudriicken benutzen wir geschickt einen Umweg Uber den
Gesamtdrehimpuls j :

2=(l +3){7 +5)=T?+20 s +8? (84)

1, o 1r.,.
<s|>=§(12 -T2 sz)=5[1(1 +2)- 1(1+1) - s+1)]n? (85)
Im BoHRschen Modell konnten wir fir den Abstand r den Bahnradius r, (vgl. Gleichung 8)
einsetzen. Die Verwendung des Erwartungswerts von 1/ r3 aus dem wellenmechanischen A-
tommodel| liefert aber die besseren Ergebnisse. Man erhdlt (vgl. [12])

TP Enrh
)T A DA A (%)

mit ay als Radius der ersten BoHRschen Bahn. Jetzt konnen wir die Spin-Bahn-K opplungs-
energie DE, s aus Gleichung (83) mit Gleichung (85) und Gleichung (86) ohne Vektoren
schreiben:
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_ m 2 e LMol 41) _ 2
DE,. = 0. M, o sl A T D 2[,(,+1) (1+2)- s+D]a®  (87)

Setzen wir g=2 und benutzen a sowie Ry, so |&% sich E, s etwas einfacher schreiben:
azxz® j(j+1)-10+1)- gs+1)
n® I (21 +2) I +1)

Bem.: Eine quantenmechanische Stérungsrechnung liefert den gleichen Korrekturterm DE, ¢
wie die hier gezeigte anschauliche Ableitung. (vgl. [13])

DE, . = R, »hc

(88)

Die Korrekturen sind im Vergleich zu den entsprechenden BOHR-SCHRODINGERSchen Energie-
niveaus grob von der GréRenordnung Z’a’/n » 540° »Z%/n. Der Energieunterschied DE zwi-
schen einem Zustand mit j=1 +s und einem mit j=I-s bei sonst gleichen Quantenzahlen ist:

1 Z?
DE » R, e x— %6,33X1075 x———
n nX K| +1)

%/_J
Bohr - Schrédinger

(89)

4.4.6 Energieniveaus und Auswahlregeln fir das Einelektronensystem nach
der Quantentheorie

Energieniveaus
Als Abschlufd unserer Betrachtungen wollen wir nun die Energieterme fur das Einelektro-
nensystem zusammenfassen. Dabei addieren wir zu den Energietermen E,, wie sie sich nach
dem SCHRODINGERschen Atommodell ergeben haben, die Korrekturterme fr die relativisti-
sche Massenanderung DE,4 und die Spin-Bahn-Wechselwirkung DE; s (vgl. [13]):
Z? a’xZ*a n 30
En,l,s_En+DEre| +DEI,5__RH mCXF_ RH he r]4 %I‘F}é- Za
a?xz* j(i+9-10+1)- s+ _
n® {20 +2) {1 +1)
Z°€ a’xz’zn 36 a’xz? j(i+Y-1(1+1)- (s+u
=- R, ex—Hgl+—— g - —=- U
n’ g n l+Y% 40 n I (21 +2) I +1) A

+ R, *hc (90)

Erweitern wir den letzen Term in der eckigen Klammer mit n und verwenden j = | = ¥and
s= YAEindektronensystem!) konnen wir den Ausdruck weiter vereinfachen, so dal3 die E-
nergie nur noch von den Quantenzahlen n und j abhéngt. Das Energieniveau E,; eines Elekt-
rons berechnet sich nach der Quantentheorie (ohne aufieres Feld) also folgendermalen:
E = R s zzg;Hazxzzae 1 306U
T n’ & n &+% angy

(91)

Der zweite Summand in der Klammer bestimmt die Aufspaltung der Energieterme (Fein-
struktur) fir unterschiedliche Gesamtdrehimpulsquantenzahlen j. Die Addition der beiden
Energieterme E,, und E, s, die beide von | abhangen, fiihrte dazu, dal? das Ergebnis nicht
mehr explizit von | abhangt. E,; ist also bezliglich | und m entartet. Ein Zustand mitn=2, |
=0, ] =¥4st demnach energetisch gleich mit dem Zustand n=2, 1 =1, j =%Aul%er fir | =0
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kann j fur ein bestimmtes | jewells zwei verschiedene Werte annehmen. Man erhélt daher
zum gleichen | fast immer zwei Energieniveaus (Duplett-Terme).

Bem.: Die Berechnung der Energiezustdnde fur das Einelektronensystem nach der mathe-
matisch viel anspruchsvolleren DIRACschen Theorie fihrt zu den gleichen Energie-
termen, wie wir siein Gleichung 91 erhalten haben.

Da der Gesamtdrehimpulsquantenzahl j jetzt eine entscheidende Bedeutung zukommt er-
ganzt man die bisherige Nomenklatur fir die Energieterme durch einen Index j . Schliefdlich
stellt man die Multiplizitdt des jeweiligen Niveaus, die gleich 2s+1 ist (Anzahl moglicher
Einstellungen des Spins), an eine Stelle nach der Hauptquantenzahl n hoch vor den Grol3-
buchstaben L, der fir die jewells zugehdrige spektroskopische Bezeichnung steht (siehe
2.2.5). Das allgemeine Schema sieht also folgendermal3en aus:

n 2s+l LJ

Die Abkirzung ZZP% steht also fur einen Zustand mitn=2, s=%Il=1und j= %.

Bem.: Fir | = 0 erhélt man zwar keine Duplett-Struktur nach Gleichung (90), man verwen-
det aber trotzdem 2s+1 zur Kennzeichnung der Multiplizitét und sagt, dal3 die Mul-
tiplizitét nicht voll entwickelt ist.

Auswahlregeln
Genauere quantenmechanische Betrachtungen liefern fir erlaubte elektrische Dipoltbergan-
ge die folgenden Auswahlregeln (vgl. [12]):

Enjt Evj; Dl =10 = (0; £1) ; Dm= (0; £1) (92)

Termschema
Abbildung 26 stellt ein Termschema nach Gleichung 91 dar. Die Pfeile deuten die nach den
Auswahlregeln erlaubten Ubergénge firr die Hy-Linie des Wasserstoffatoms an.

_ 0 1
=1 S — P
2 2 2 2 2 2 2
81/2 PJv’z I:)3/2 I:%/2 D5/2 F5/2 I:7/2
n=4F - —=—= - - == - - - — — I
N= 3F - ==X = =k Ao~ —_— e - - - =
n=2F - - KKz~ - 2< = e g I
Nn=1F — = = — = = = & & & = = - —
v \En (Bohrsche Werte)

Abbildung 26: Energieschema nach Gleichung 90.
Die gestrichelten Linien deuten die entsprechenden BoHRschen Energiewerte an.

Es sind zwar sieben verschiedene Ubergange erlaubt, aber nach Gleichung (91) unterschei-
den sich nur fUnf auch energetisch voneinander. (vgl. [13])
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Ausblick
Auch die nach Gleichung (90) identischen Energieniveaus 228% und ZZP% erweisen sichin

sehr empfindlichen Experimenten nicht as vollkommen energetisch gleich, wie dies LAMB
und RETHERFORD nachweisen konnten. Die beiden Niveaus trennt ein geringfligiger Ener-
gieunterschied im Bereich von 4 x10° eV. Diese sog. L AMB-Ver schiebung kann erst durch
die Quantenelektrodynamik erkléart werden.

Es bleibt aulRerdem zu kléaren, welche Auswirkungen auf3ere Felder auf die Energieterme in
Atomen haben. (ZEEMAN-Effekte, PASCHEN-BACK-Effekt und STARK-Effekte)
Schliefdich saei noch angemerkt, dal3 auch der Atomkern selbst einen Spin besitzen kann, der
auch zu Modifikationen der Energieniveaus fuhrt (Hyperfeinstruktur). Eine sich daraus
ergebende Anwendung ist die Kernspin-Tomographie. (vgl. [13])
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5 Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurden drei Computerprogramme entwickelt. Dazu gehért aul3erdem
ein Repetitorium, das die physikalischen Grundlagen zusammenstellt, damit der Benutzer die
Programme lernwirksam einsetzen kann. Die Programme lernt man am besten tber konkrete
Aufgabenstellungen innerhalb des Repetitoriums kennen. Diese Arbeitsauftrége bieten dem
Studenten auch die Gelegenheit nochmals Uber den gelesenen Inhalt nachzudenken, ihn zu ver-
tiefen und mit den Programmen zu ,,experimentieren”. Das Zuammenwirken von Repetitorium
und Programm soll das Lernen zielstrebig und effektiv gestalten.

Nach der Einleitung und einer tabellarischen Ubersicht orientiert sich das dritte Kapitel zu-
néchst an der geschichtlichen Entwicklung der Atomphysik. Dem Leser wird kurz der histori-
sche Ursprung der Atomhypothese und der lange Weg bis zu ihren endgdiltigen Beweis vorge-
stellt. Der anschlief3ende Abschnitt Uber grundlegende Quantenphénomene ruft den Leser
nochmals die Phénomene ins Gedéchtnis, die esin einer , Welt* von atomaren Dimensionen zu
beachten gilt.

Im vierten Kapitel werden dann verschiedene Atommodelle und ihre Anwendungen vorge-
stellt. Den Anfang macht dabel das RUTHERFORDsche Atommodell. Mit diesem Modell wurde
eine wesentliche Erkenntnis Uber die Zusammensetzung des Atoms gewonnen, wovon alle
nachfolgenden Modelle profitierten. Der Leser lernt hier den entscheidenden Streuversuch
kennen und kann mit Hilfe der angegebenen experimentellen Rohergebnisse und des Pro-
gramms Rutherford eine Abschétzung fur den Kernradius gewinnen. Eine Nachahmung des
Versuches von CHADWICK mit Hilfe des Programms Rutherford rundet dieses Kapitel ab.

Als néchstes wird das Modell von BOHR vorgestellt. BOHR machte mit seinen Modell den not-
wendigen Schritt zur Entwicklung von Atomvorstellungen auf Grundlage von Quantisierungs-
vorschriften. Dadurch gelang es die bekannten Probleme, die das RUTHERFORDSche Modédll
beinhaltet, zu umgehen. Mit dem Bohrschen Atommodell konnten auch erstmals das Spektrum
des Wasserstoffatoms erklért werden. Das Programm Bohr widmet sich diesen Modell. Mit
seiner Hilfe kann der Benutzer die Zuordnung zwischen den verschiedenen Bahniibergangen
und den zugehérigen Spektrallinien nachvollziehen. Daneben kdnnen im Programm auch Opti-
onen aktiviert werden, um die Mitrotation des Kerns oder auch die SOMMERFELDsche Erweite-
rung des BoHRschen Modells in den Berechnungen des Programms zu beriicksichtigen.

Mit der Entwicklung des wellenmechanischen Atommodell durch SCHRODINGER konnte der
Erklarungsnotstand, in dem sich das BoHRsche Modell noch befand (Postulate), tberwunden
werden. Dieses Modell ist jedoch weitaus unanschaulicher al's seine Vorganger. Deshalb wurde
zum einen besonderer Wert darauf gelegt, dem Leser die Urspriinge der Quantisierungsbedin-
genen und die damit verbundenen Quantenzahlen n, | und m zu erléautern. Zum anderen wer-
den in den Fenstern des Programms Schrodinger die unterschiedlichen Veranschaulichungs-
maoglichkeiten der wellenmechanischen Vorstellung angeboten, wie sie auch in den verschiede-
nen Lehrbtichern zu finden sind. Auch exotische Teilchensysteme, wie z.B. ein Proton-Myon-
System, kénnen mit dem Programm Schrodinger berechnet werden.

Aus Griinden der Vollsténdigkeit werden abschlief3end die Ursachen fur die Feinstrukturen im
Spektrum des Wasserstoffatoms erlautert. Mittels anschaulicher Begriindungen gelangt man
dabei zu den gleichen Energietermen wie die mathematisch anspruchsvollere DIRACsche Theo-
rie.
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Anhang : Hinweise zur Installation der Programme

Zur Installation der Programme starten Sie unter Windows, die Datei INSTALL.EXE auf der
Diskette Nr. 1. Mit Hilfe des Installationsprogramms konnen Sie auch das Laufwerk und das
Verzeichnis auswéahlen, in das die Dateien kopiert werden sollen. Bitte beachten Sie, dal3 die
Datelen auf den Disketten komprimiert sind. Zur vollen Installation sollte das von Ihnen ge-
wahlte Laufwerk mindestens 4 MB freien Speicher aufweisen. Bei Aufforderung legen Sie
bitte die Diskette Nr. 2 ein.

Alle bendtigten Dateien werden ausschliefdich in das von Ihnen gewahite Verzeichnis kopiert.
Falls Sie die Programme nicht mehr benétigen, dann entfernen Sie einfach das Verzeichnis, in
dem sich die Dateien befinden.

Nach der erfolgreichen Installation wird automatisch eine Programmgruppe Atom mit den Da-
teien Rutherford, Bohr, Schrédinger, den zugehtrigen Hilfedateien und dem Word-
Dokument RepAtom eingerichtet. Die Dateien starten Sie dann durch Doppelklicken.

Um das Dokument RepAtom zu 6ffnen bendtigen Sie Microsoft Word 6.0 oder hoher. Falls
Sie dieses Programm nicht besitzen sollten Sie zunéchst probieren, ob sich das Dokument mit
Hilfe Ihres Textverarbeitungsprogramms oOffnen/importieren 183t. Leider wurde festgestellt,
dal3 dabei manchmal Schwierigkeiten z.B. bei Kapitelnummern, Grafiken und Tabellen auftre-
ten. Deshalb liegt auf der Diskette Nr. 3 das kostenlose Programm Word Viewer von Micro-
soft bel, mit dem Sie RepAtom problemlos 6ffnen betrachten und ausdrucken kénnen. Das
Bearbeiten des Dokuments ist mit diesem Programm jedoch nicht moglich. Die Install ationsan-
leitung fur dieses Programm entnehmen Sie bitte der Datel INSTALL.TXT auf der Diskette.
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