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Vorwort

Zum Schuljahr 2003/2004 initiierte das Bayerische Staatsministerium fur Unterricht und Kultus den Schulver-
such ,Medienintegration im Mathematikunterricht”, an dem gegenwartig etwa 20 Gymnasien teilnehmen.
Gegenstand des Schulversuchs ist der Einsatz von Computeralgebrasystemen (CAS) im Mathematikunter-
richt ab der Jahrgangsstufe 10. Der Schulversuch wird durch den Lehrstuhl fur Didaktik der Mathematik der
Universitat Wirzburg wissenschaftlich begleitet und evaluiert.

Zu den Standardfunktionen eines Taschencomputers mit integriertem CAS (im Folgenden als CAS-Rechner
bezeichnet) gehéren neben den Funktionen eines herkémmlichen Taschenrechners z. B. das Differenzieren
und Integrieren von Funktionen, das Zeichnen von Graphen oder Tabellenkalkulation. CAS-Rechner eroff-
nen damit im Vergleich zu herkémmlichen Taschenrechnern wesentlich gréBere didaktische Moglichkeiten.
Sie unterstitzen Schulerinnen und Schiler bei einem selbsttatigen, dynamischen und anschaulichen Zugang
zu mathematischen Inhalten. Auch ist es beispielsweise mdglich, realitdtsnahe Fragestellungen im Unter-
richt zu behandeln, die haufig mit einem hohen rechnerischen Aufwand verbunden und damit mit her-
kémmlichen Methoden in der Bearbeitung zu zeitaufwandig sind.

In anderen Bundeslandern ist der Einsatz von CAS bereits verbreitet; so werden beispielsweise in Baden-
Wirttemberg, Sachsen und Thiringen schon heute Abituraufgaben gestellt, die unter Verwendung eines
CAS-Rechners bearbeitet werden durfen. Fur die am bayerischen Schulversuch beteiligten Gymnasien wird
im Schuljahr 2011/2012 erstmals eine Abiturprifung im Fach Mathematik angeboten, bei der ein CAS-
Rechner als Hilfsmittel zugelassen ist. Mit Ablauf des Schuljahres 2012/2013 endet der Schulversuch.

Es ist vorgesehen, beginnend mit der Abiturprifung 2014 den Schilerinnen und Schulern aller bayerischen
Gymnasien die Moglichkeit einzurdumen, im Fach Mathematik an einer CAS-Abiturprifung teilzunehmen,
bei der ein CAS-Rechner als Hilfsmittel zugelassen ist. Diese Abiturprifung unterscheidet sich von der —
auch in Zukunft weiterhin angebotenen — herkémmlichen Abiturprifung, deren Aufgaben ohne CAS-
Einsatz zu bearbeiten sind, hinsichtlich der Aufgabenstellung und der Anzahl der erreichbaren Bewer-
tungseinheiten insbesondere dann, wenn typische Funktionen eines CAS-Rechners genutzt werden kénnen.

Damit die Schulerinnen und Schiiler bereits in der Jahrgangsstufe 10 in das Arbeiten mit CAS eingefuhrt
werden konnen, erhalten alle Gymnasien die Méglichkeit, ab der Jahrgangsstufe 10 CAS-Klassen einzurich-
ten, in denen CAS-Rechner im Fach Mathematik — sowie in den Fachern Physik und Informatik — auch bei
Leistungsnachweisen verwendet werden durfen; im Schuljahr 2011/2012 ist dies erstmals in der Jahrgangs-
stufe 10 moglich.

Die vorliegende Handreichung soll Lehrkrafte beim gewinnbringenden Einsatz von CAS im Mathematikun-
terricht der Jahrgangsstufe 10 unterstitzen. Sie geht zunachst einleitend auf die Vorteile eines CAS-
Rechners, auf haufig gestellte Fragen zum CAS-Einsatz und auf die Grundfertigkeiten in der Anwendung
von CAS ein, die in der Jahrgangsstufe 10 erworben werden sollen; auBerdem wird ein méglicher Einstieg
in die Arbeit mit CAS-Rechnern beschrieben. Im Anschluss daran liefern zahlreiche Vorschlage zur Gestal-
tung des Unterrichts exemplarisch Anregungen fur eine Umsetzung des Lehrplans unter Verwendung von
CAS; auch die Auswahl geeigneter Aufgaben aus dem vielfdltigen Angebot der zugelassenen Lehrbucher
wird unterstUtzt. AbschlieBend werden Hinweise zum Einsatz von CAS bei Leistungsnachweisen gegeben.

Um die Arbeit mit der Handreichung zu erleichtern, werden die Inhalte durch Screenshots der beiden im
Rahmen des Schulversuchs ,Medienintegration im Mathematikunterricht” verwendeten CAS-Rechner ver-
anschaulicht. Dabei ist stets jeweils links ein Screenshot des TI-Nspire CAS (Texas Instruments) und rechts ein
entsprechender Screenshot des ClassPad 330 (Casio) abgebildet. Zu beachten ist, dass die Abbildungen die
Ausgabe des jeweiligen CAS-Rechners technisch bedingt nicht immer vollstandig darstellen kénnen.

Die Handreichung steht auf den Internetseiten des Staatsinstituts fur Schulqualitdt und Bildungsforschung
(www.isb.bayern.de) zum Download bereit.



Im Auftrag des Bayerischen Staatsministeriums fur Unterricht und Kultus wird am Staatsinstitut fur Schul-
qualitat und Bildungsforschung derzeit an der Erstellung einer Handreichung zum Einsatz von CAS im Ma-
thematikunterricht der Jahrgangsstufen 11 und 12 sowie in der Abiturprtifung gearbeitet; diese Handrei-
chung wird auch eine beispielhafte CAS-Abiturprifung enthalten. Die Akademie fur Lehrerfortbildung und
Personalfihrung (ALP) in Dillingen bietet Fortbildungsveranstaltungen zum Einsatz von CAS im Mathema-
tikunterricht an.

Den Mitgliedern des fur die Erarbeitung dieser Handreichung verantwortlichen Arbeitskreises gilt besonde-
rer Dank fur sehr wertvolle Anregungen und Beitrage.

Vasco Lorber

Staatsinstitut far Schulqualitat und Bildungsforschung
Abteilung Gymnasium — Referat Mathematik
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1 Vorbemerkungen

1.1 Computeralgebrasysteme (CAS)

Zur Unterstltzung des Mathematikunterrichts wird eine Vielzahl digitaler Medien angeboten, von Lernum-
gebungen zum Erarbeiten, Festigen oder Vertiefen ausgewahlter mathematischer Inhalte bis hin zu Pro-
grammen, die vielfaltige Moéglichkeiten im Sinne mathematischer Werkzeuge bieten. Zu diesen Werkzeu-
gen gehoren CAS, deren Entwicklung in den Sechzigerjahren begann. Mittlerweile gibt es zahlreiche CAS
fur Personal Computer; das fur den Einsatz im Unterricht empfehlenswerte Programm GeoGebra wird ge-

genwartig um eine CAS-Komponente erweitert.

Seit Mitte der Neunzigerjahre werden Taschencomputer mit integriertem CAS (im Folgenden als CAS-
Rechner bezeichnet) angeboten. Fir den Einsatz im Mathematikunterricht geeignete CAS-Rechner besitzen

folgende Standardfunktionen:

+ Symbolisches Rechnen

¢ Zeichnen von Funktionsgraphen

+ Dynamische Geometrie
¢ Tabellenkalkulation

+ Statistik

¢ Programmieren

Aufgrund dieser Funktionalitat sind CAS-Rechner vielseitige Werkzeuge, die das Lehren und Lernen von

Mathematik wirkungsvoll unterstitzen kénnen.

Folgende Abbildungen veranschaulichen die Standardfunktionen exemplarisch.

¢ Symbolisches Rechnen
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¢ Zeichnen von Funktionsgraphen
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¢ Statistik
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¢ Programmieren
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1.2 Vorteile eines CAS-Rechners

Aufgrund seiner im Vergleich zu einem herkémmlichen Taschenrechner wesentlich umfangreicheren Funk-
tionalitat bietet ein CAS-Rechner vielfaltige Einsatzmaoglichkeiten als individuell einsetzbares Lernwerkzeug
und didaktisches Hilfsmittel. Wissenschaftliche Untersuchungen und Erfahrungen aus dem Schulversuch
~Medienintegration im Mathematikunterricht”, die dieser Handreichung zugrunde liegen, zeigen, dass
diese Moglichkeiten fur die Arbeit mit den Schilerinnen und Schiilern gewinnbringend genutzt werden
kénnen.

Die Vorteile der Verwendung eines CAS-Rechners liegen im Vergleich zu einem herkdmmlichen Taschen-
rechner insbesondere in folgenden Mdglichkeiten:

¢ Schnelles Rechnen und Zeichnen
Elementare algebraische und geometrische Arbeitsschritte lassen sich mit verhaltnismaBig geringem Zeit-
aufwand ausfihren. So unterstltzt der Einsatz eines CAS-Rechners das Losen von Aufgaben, deren rein
manuelle Bearbeitung deutlich mehr Zeit in Anspruch nehmen wirde.

¢ Veranschaulichung mathematischer Inhalte und Zusammenhinge
Mithilfe eines CAS-Rechners lassen sich mathematische Inhalte auf unterschiedliche Weise veranschauli-
chen und Zusammenhange zwischen verschiedenen Darstellungsformen verdeutlichen.

+ Konzentration auf Wesentliches
Die Aufmerksamkeit der Schilerinnen und Schuler ist im Rahmen der Beschaftigung mit einer Aufgabe
haufig durch Rechenarbeiten gebunden. Der Einsatz eines CAS-Rechners kann diese Arbeiten vereinfa-
chen. So kénnen sich die Schulerinnen und Schiler auf mathematische Inhalte und Zusammenhéange, die
bewusste Auswahl mathematischer Verfahren, die Modellierung von Sachsituationen sowie die Interpre-
tation von Ergebnissen konzentrieren — das Verstandnis wird geférdert.

¢ Flexible Anwendung mathematischer Verfahren
Aufgaben lassen sich mithilfe eines CAS-Rechners flexibel unter Anwendung unterschiedlicher mathema-
tischer Verfahren bearbeiten:
+ symbolisch-algebraisch (z. B. algebraische Begriindungen fur beobachtete geometrische Eigenschaften)
+ graphisch (z. B. graphische Néherungslésung von Aufgaben, die keine algebraische Losung zulassen)
+ tabellarisch-numerisch (Tabellenkalkulation)

+ Unterstiitzung zeitgemaBer Aufgabenkultur

Die Verwendung von CAS unterstitzt insbesondere im Zusammenhang mit der Bearbeitung von Aufga-
ben in vielfaltiger Weise eine Verschiebung der Schwerpunkte mathematischen Arbeitens im Unterricht.
CAS-Rechner entlasten vom Ausfiihren bloBer Routinen; das bewusste Auswahlen mathematischer Ver-
fahren, das Modellieren von Sachsituationen sowie das Interpretieren von Ergebnissen kénnen starker
betont werden. Auch offene Aufgabenstellungen lassen sich mithilfe eines CAS-Rechners effektiv bear-
beiten. Dessen Einsatz tragt zur Entwicklung unterschiedlicher L6sungswege bei, deren Vergleich Schile-
rinnen und Schulern Anlass fir Kommunikation Gber mathematische Inhalte und Verfahren geben kann.

¢ Arbeit mit realistischen Daten
Im Rahmen der Modellierung von Sachsituationen kann ein CAS-Rechner zur Durchfihrung umfangrei-
cher oder komplexer Rechnungen sowie zur Erstellung aufwandiger Zeichnungen genutzt werden. Eine
Beschréankung auf einfache, haufig unrealistische Daten ist unnétig.

+ Experimentelles, forschendes Arbeiten
Der Einsatz eines CAS-Rechners unterstitzt experimentelles, forschendes Arbeiten. Die Erleichterung der
Darstellung, Strukturierung und Analyse komplexer mathematischer Objekte (z. B. Funktionenscharen)
erweitert die Moglichkeiten zur Bearbeitung von Problemstellungen.
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+ Selbstidndiges und eigenverantwortliches Lernen

Insbesondere im Rahmen schilerzentrierter Unterrichtsformen oder von Hausaufgaben kénnen die Schu-
lerinnen und Schuler mithilfe eines CAS-Rechners Ergebnisse individuell kontrollieren und ihr Vorgehen
sowie mogliche Fehlerquellen analysieren — selbstandiges und eigenverantwortliches Lernen wird unter-
stitzt. Dabei sollte den Schillerinnen und Schillern die Einsicht vermittelt werden, dass die Ubung manu-
eller Fertigkeiten trotz Verflugbarkeit eines CAS-Rechners unbedingt erforderlich ist. In schilerzentrierten
Unterrichtsformen unterstitzt die Lehrkraft die Selbsttatigkeit der Schulerinnen und Schuler, fuhrt sie je-
doch weniger stark als im Frontalunterricht. Sie Gbernimmt die Aufgabe der Moderation und steht fur die
Anliegen der Schulerinnen und Schiler zur Verfligung.

¢ Forderung der Medienkompetenz

Die Empfehlung der Kultusministerkonferenz zur Starkung der mathematisch-naturwissenschaftlich-
technischen Bildung sieht vor, ,Computerprogramme (z. B. Tabellenkalkulation, dynamische Geometrie,
Computer-Algebra) sowie Taschenrechner (z. B. mit Graphikfunktion oder CAS) in allen MINT-Fachern
verbindlich [zu] nutzen”'. Durch die Verwendung von CAS lernen Schuilerinnen und Schiiler, ein zeitge-
maBes Hilfsmittel sinnvoll einzusetzen, das insbesondere in naturwissenschaftlichen und technischen Stu-
diengéngen sowie in der beruflichen Praxis zunehmend an Bedeutung gewinnt. Damit kann der Mathe-
matikunterricht zur Entwicklung von Medienkompetenz beitragen.

1.3 Antworten auf haufig gestellte Fragen

Im Folgenden werden Fragen beantwortet, die im Rahmen des Schulversuchs , Medienintegration im Ma-
thematikunterricht” haufig gestellt wurden.

¢ Miissen Lehrkrdfte liber vertiefte Computerkenntnisse verfiigen oder gar eine Programmier-

sprache erlernen?

Die Bedienung eines modernen CAS-Rechners ist Gber intuitiv verwendbare Menus méglich, die Rechner-
sprache orientiert sich an der Ublichen mathematischen Notation. So ist etwa zur Berechnung der Ablei-
tung einer vorher definierten Funktion f lediglich die Eingabe d%f(x) oder diff(f(x),x) no6tig; die CAS-
Rechner bieten daflr entsprechende Formatvorlagen. Grundlegende Fertigkeiten im Umgang mit Ta-
schenrechnern sind fir einen Einstieg in die Arbeit mit CAS-Rechnern also ausreichend.

+ Ist fiir den Einsatz von CAS ein gesonderter Lehrplan erforderlich?

Der CAS-Einsatz bereichert die Unterrichtsmethodik, unterstiitzt das Vermitteln und Erlernen mathemati-
scher Kenntnisse, Fahigkeiten und Fertigkeiten und férdert das Verstandnis. Er andert jedoch nicht die
Lernziele und Lerninhalte des Mathematikunterrichts; ein gesonderter Lehrplan ist deshalb nicht erfor-
derlich.

+ Geht durch den Einsatz von CAS-Rechnern Zeit verloren, die dann zur Erfiillung des Lehrplans

fehlt?

In einem CAS-gestlUtzten Unterricht sind die Behandlung der verbindlichen Lerninhalte, das fur nachhal-
tiges Lernen erforderliche intensive Uben, Wiederholen und Vertiefen sowie die Durchfihrung féacher-
verknupfender und fachertbergreifender Vorhaben uneingeschrankt moglich.

¢+ Wie lange dauert die Einfiihrung des CAS-Rechners im Unterricht und wie kann diese organi-

siert werden?

Einige grundlegende Fertigkeiten im Umgang mit dem CAS-Rechner mussen zwar zu Beginn des Schul-
jahres vermittelt werden (vgl. 2.1.3), kdnnen anschlieBend jedoch sofort fur die Arbeit mit den Schulerin-
nen und Schulern genutzt werden. Besonders effektiv lasst sich die Einfuhrung in die Arbeit mit dem CAS-
Rechner gestalten, wenn die Schilerinnen und Schuler ihre Hausaufgaben von Beginn an mithilfe des

Beschluss der Kultusministerkonferenz vom 07.05.2009, S. 5 (vgl. www.kmk.org - Dokumentation / Beschlisse - Ver-
offentlichungen / Beschlisse = Bildung / Schule > Allgemeine Bildung = Facher und Unterrichtsinhalte > Mathema-
tik, Naturwissenschaften, Technik; abgerufen am 15.07.2011)
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CAS-Rechners kontrollieren. Die weiteren CAS-Grundfertigkeiten (vgl. 2.1.1) kénnen dann anwendungs-
bezogen geschult werden. Langere Vorfihrungen zur Bedienung des CAS-Rechners sind grundsatzlich
nicht im Sinne eines gewinnbringenden CAS-Einsatzes. Ziel muss es vielmehr sein, das Gerat als Werkzeug
zu etablieren, das von den Schilerinnen und Schilern individuell genutzt werden kann.

+ Konnen Lehrkrifte ihre bisherigen Unterrichtskonzepte weiterhin verwenden?
FUr Unterricht ohne CAS-Einsatz geeignete Konzepte kdnnen grundsatzlich auch fur CAS-gestitzten Un-
terricht verwendet werden. Der unkomplizierte Einsatz des CAS-Rechners im Rahmen des Unterrichts er-
o6ffnet jedoch vielfaltige zusatzliche Moglichkeiten, die eine Weiterentwicklung des eigenen Unterrichts
erleichtern.

+ Welchen Anteil an der Unterrichtszeit nimmt der Einsatz von CAS ein?
Erfahrungen aus dem Schulversuch zeigen, dass der CAS-Rechner im Mittel in etwa der Halfte der Unter-
richtsstunden zum Einsatz kommt, wobei manchmal auch nur fur kurze Zeit mit dem Gerat gearbeitet
wird. Gerade die standige Verfugbarkeit des CAS-Rechners sehen die Lehrkrafte als wertvoll an.

+ Sind fiir den Einsatz von CAS gesonderte Lehrbiicher erforderlich?
Die zugelassenen Lehrblcher bertcksichtigen den méglichen Einsatz von CAS und enthalten speziell da-
rauf zugeschnittene Aufgaben und Projektvorschlage, die eine Vertiefung der Lerninhalte mithilfe von
CAS-Rechnern unterstttzen. DarUber hinaus bieten sie vielfaltige Anregungen und Aufgaben, die haufig
unverandert auch mithilfe von CAS-Rechnern bearbeitet werden kdénnen. Gesonderte Lehrblcher sind
deshalb nicht erforderlich.

¢+ Sind fiir den CAS-Einsatz spezielle Aufgaben nétig?
Far die Arbeit mit CAS-Rechnern sind herkémmliche Aufgaben grundséatzlich geeignet. Allerdings erwei-
tert der Einsatz des CAS-Rechners insbesondere durch die Graphikfahigkeit die Moglichkeiten zur Bear-
beitung von Problemstellungen; Aufgaben kénnen offener formuliert werden. Besonders im Zusammen-
hang mit Leistungsnachweisen ist zu beachten, dass die Verwendung eines CAS-Rechners die Bearbeitung
herkémmlicher Aufgaben wesentlich vereinfachen kann, wenn typische Funktionen des CAS-Rechners
genutzt werden kénnen.

+ Wie werden Leistungsnachweise durchgefiihrt, bei denen ein CAS-Rechner als Hilfsmittel zuge-
lassen ist?
Bei mundlichen Leistungsnachweisen ist der Einsatz eines CAS-Rechners auf der Grundlage eines CAS-
gestutzten Unterrichts unproblematisch. Dabei ist es sinnvoll, den Bildschirminhalt des CAS-Rechners mit-
hilfe eines Overheadprojektors oder eines Beamers fur alle Schilerinnen und Schuler sichtbar zu projizie-
ren.

Fur die Durchfihrung von Schulaufgaben gibt es folgende Moéglichkeiten:

+ Der CAS-Rechner darf erst nach Abschluss eines ohne Benutzung des Gerats zu bearbeitenden Pru-
fungsteils verwendet werden.

+ Der CAS-Rechner ist wahrend der gesamten Prifungszeit als Hilfsmittel zugelassen. Auch dann lassen
sich durch geeignete Formulierung der Aufgabenstellung manuelle Fertigkeiten prufen (z. B. ,Bestim-
men Sie schrittweise und nachvollziehbar ...").

Bei Stegreifaufgaben empfiehlt es sich aufgrund der zeitlichen Rahmenbedingungen, den Einsatz des
CAS-Rechners abhangig von der Zielsetzung entweder durchgehend zuzulassen oder durchgehend auszu-
schlieBen. Unbedingt muss vor dem ersten schriftlichen Leistungsnachweis, bei dem ein CAS-Rechner ver-
wendet werden darf, festgelegt werden, in welcher Form die Verwendung des CAS-Rechners bei der Be-
arbeitung der Aufgaben zu dokumentieren ist.

Im Hinblick auf eine mogliche Teilnahme der Schulerinnen und Schuler an einer CAS-Abiturprifung im
Fach Mathematik sollte die Benutzung eines CAS-Rechners bei Leistungsnachweisen nicht grundsatzlich
ausgeschlossen werden.
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+ Entscheidet bei Leistungsnachweisen, bei denen ein CAS-Rechner als Hilfsmittel zugelassen ist,
die Bedienerfertigkeit tiber den Erfolg?
Die Bedienung eines CAS-Rechners kann aufgrund einer durchdachten Menuftihrung weitgehend intuitiv
erfolgen und ist entsprechend verhaltnismaBig leicht zu erlernen. Dennoch empfinden die Schilerinnen
und Schiler die Bedienung des Gerats teilweise als kompliziert, insbesondere dann, wenn neue Operatio-
nen oder Ausdrlcke verwendet werden. Wird entsprechenden Problemen im Unterricht jedoch gentigend
Aufmerksamkeit geschenkt, kann sich die rein technische Bedienung des CAS-Rechners zu einer Selbstver-
standlichkeit entwickeln. So entscheidet die — wie beim Einsatz eines herkdmmlichen Taschenrechners er-
forderliche - Bedienerfertigkeit bei Leistungsnachweisen nicht Gber den Erfolg. SchlieBlich werden wie
bei Leistungsnachweisen, die ohne CAS-Einsatz zu bearbeiten sind, mathematische Kenntnisse, Fahigkei-
ten und Fertigkeiten sowie deren Anwendung mit mathematischem Verstandnis gepruft, nicht die bloBe
Fahigkeit, einem CAS-Rechner die Lésung einer Aufgabe zu entnehmen.

+ Nimmt die Fahigkeit der Schiilerinnen und Schiiler, manuell zu rechnen, durch den Einsatz von
CAS-Rechnern ab?
Im Rahmen einer den Schulversuch begleitenden wissenschaftlichen Untersuchung wurden in Klassen, die
ohne CAS-Einsatz, und in solchen, die mit CAS-Einsatz unterrichtet wurden, Ubereinstimmende Tests
durchgefuhrt, die ohne Verwendung eines CAS-Rechners zu bearbeiten waren. Die Ergebnisse zeigten
keine signifikanten Abweichungen.

¢ Erkennen die Schiilerinnen und Schiiler trotz des CAS-Einsatzes die Notwendigkeit, manuelle
Rechenfertigkeiten zu erlernen und einzuiiben?
Die Bereitschaft der Schiulerinnen und Schiler zur manuellen Bearbeitung von Aufgaben andert sich
durch den Einsatz von CAS-Rechnern nicht. Entsprechend bleibt es Aufgabe der Lehrkraft, manuelle Re-
chenfertigkeiten zu schulen und Sicherheit im Umgang mit Zahlen, Termen und Gleichungen nachhaltig
zu vermitteln. Entsprechende Ubungsphasen dirfen nicht vernachlssigt werden; auf eine Verwendung
des CAS-Rechners sollte auch bei Leistungsnachweisen immer wieder gezielt verzichtet werden.

¢ Ist die Arbeit mit CAS nur fir leistungsstdrkere Schiilerinnen und Schiiler gewinnbringend?
Eine den Schulversuch begleitende wissenschaftliche Untersuchung zeigte, dass leistungsstarkere und leis-
tungsschwachere Schulerinnen und Schuler gleichermaBen vom CAS-Einsatz profitieren kénnen. Leis-
tungsschwachere Schilerinnen und Schiler betonten in Interviews, die Verwendung des CAS-Rechners
fordere insbesondere durch graphische Veranschaulichung das Verstandnis und helfe bei der Kontrolle
eigener Rechnungen.

¢ Verstarkt der Einsatz von CAS Leistungsunterschiede bei Schiilerinnen und Schiilern?
Im Schulversuch konnte keine signifikante Veranderung der Leistungsunterschiede festgestellt werden.

¢+ Gibt es signifikante geschlechtsspezifische Unterschiede im Umgang mit CAS-Rechnern?
Laut einer den Schulversuch begleitenden wissenschaftlichen Untersuchung schatzen Jungen den Einsatz
des CAS-Rechners etwas mehr als Madchen. Letztere betonten jedoch in Interviews, eine mogliche Ver-
wendung des Gerats im Rahmen der Abiturprifung wurde ihre Einstellung zu einem langfristigen Einsatz
maBgeblich positiv beeinflussen.

¢+ Welche Erfahrungen machen die am Schulversuch beteiligten Lehrkrafte mit dem Einsatz von
CAS-Rechnern?
Aufgrund der im Vergleich zu einem herkdmmlichen Taschenrechner wesentlich umfangreicheren Ein-
satzmoglichkeiten mochten die meisten der am Schulversuch beteiligten Lehrkrafte auf die Verwendung
des CAS-Rechners als Lernwerkzeug und didaktisches Hilfsmittel nicht mehr verzichten.

+ Wie sehen Schiilerinnen und Schiiler den Einsatz von CAS?
GemaB einer den Schulversuch begleitenden wissenschaftlichen Untersuchung empfinden Schalerinnen
und Schuler CAS-gestutzten Unterricht als abwechslungsreicher und stehen diesem deshalb tberwiegend
positiv gegenuber. Als vorteilhaft sehen sie insbesondere die Méglichkeit an, eigenes Vorgehen mithilfe
des CAS-Rechners jederzeit Uberprifen zu kénnen — wahrend des Unterrichts, bei der Bearbeitung von



"sB 1.3 Antworten auf haufig gestellte Fragen

Hausaufgaben sowie bei der Anfertigung von Leistungsnachweisen. Um die Rechnersprache, die sowohl
fur die Eingabe als auch fur die Interpretation der Ausgabe von groBer Bedeutung ist, zu erlernen, beno6-
tigen sie allerdings die Unterstitzung der Lehrkraft.

+ Worauf sollte bei der Zusammenarbeit mit Eltern geachtet werden?
Im Rahmen des Schulversuchs standen die Eltern der beteiligten Schilerinnen und Schiler dem Projekt
aufgeschlossen gegenuber. Als hilfreich erwies sich die Durchfilhrung von Informationsveranstaltungen
fur Eltern, um den méglichen Nutzen des Einsatzes der CAS-Rechner zu erldutern und méglichen Beden-
ken entgegenzuwirken.

¢ Treten Probleme mit Software oder Hardware auf?
Im Schulversuch traten keine Software-Probleme auf, die die Arbeit mit den CAS-Rechnern beeintrachtigt
hatten. Systemabstlrze, die man von Personal Computern kennt, wurden nicht beobachtet. Die verwen-
deten CAS-Rechner arbeiten stabil und verkraften den taglichen Transport in den Schultaschen problem-
los. Eine zuverlassige Stromversorgung ist durch Verwendung handelstblicher Batterien gewahrleistet.

+ Warum werden nicht Laptops oder Netbooks verwendet?
FUr einen gewinnbringenden Einsatz von CAS sind CAS-Rechner ausreichend. Im Zusammenhang mit der
Verwendung von Laptops oder Netbooks, die zweifellos breitere Einsatzmdoglichkeiten bieten, sind der-
zeit noch Probleme im Zusammenhang mit der Vermeidung von Unterschleif zu [6sen.

+ Kénnen CAS-Rechner nur im Mathematikunterricht verwendet werden?
Insbesondere die Tabellenkalkulationsfunktion der CAS-Rechner lasst sich beispielsweise auch im Fach
Wirtschaftsinformatik oder in den naturwissenschaftlichen Fachern zur Bearbeitung von Aufgaben sinn-
voll nutzen (z. B. zur Auswertung von Messergebnissen).



14

2 Einsatz von CAS in der Jahrgangsstufe 10

2 Einsatz von CAS in der Jahrgangsstufe 10

Der CAS-Rechner kann im Mathematikunterricht einerseits als unterstitzendes Hilfsmittel zum Rechnen
und Zeichnen genutzt werden, um sich wiederholende Aufgaben mit verhaltnismaBig geringem Zeitauf-
wand zu bearbeiten. Andererseits dient das Geréat als vielseitiges methodisch-didaktisches Hilfsmittel, das
die Moglichkeiten des Lehrens und Lernens mathematischer Inhalte erweitert. So kann der CAS-Einsatz eine
ausgewogene Forderung der allgemeinen mathematischen Kompetenzen der Bildungsstandards im Sinne
eines zeitgemaBen Unterrichts unterstitzen. Dabei werden die Schwerpunkte — insbesondere bei der Aus-
wahl von Aufgaben - anders als in der Vergangenheit gesetzt; die Kompetenzen ,,Mathematisch argumen-
tieren”, ,Probleme mathematisch [6sen”, ,Mathematisch modellieren” und ,Kommunizieren” werden
starker gefoérdert.

2.1 EinfUuhrende Hinweise

Mithilfe des CAS-Rechners lassen sich mathematische Inhalte und Zusammenhdange auf unterschiedliche
Weise darstellen sowie Rechenarbeiten wesentlich vereinfachen; Lésungsideen, Rechenwege und Ergebnis-
se konnen unmittelbar kontrolliert werden. So unterstitzt der CAS-Einsatz beispielsweise die Bearbeitung
von Problemstellungen oder realitatsnahen Anwendungsaufgaben, die haufig mit einem hohen rechneri-
schen Aufwand verbunden sind. Die Verwendung des CAS-Rechners darf jedoch nicht zu Abhangigkeit von
einem technischen Gerat fuhren — manuelle Grundfertigkeiten sowie Kopfrechnen sind trotz Verflugbarkeit
eines CAS-Rechners unverzichtbar. Gerade in der Jahrgangsstufe 10, in der Schilerinnen und Schuler in das
Arbeiten mit CAS-Rechnern eingefihrt werden, sollten die Gerdte zwar kontinuierlich eingesetzt werden,
es ist aber unbedingt erforderlich, auf deren Einsatz immer wieder gezielt zu verzichten. Erfahrungen aus
dem bayerischen Schulversuch und aus anderen Bundeslandern belegen, dass Lehrkrafte schnell ein Gefunhl
fur einen gewinnbringenden Einsatz des CAS-Rechners entwickeln; so wird Medienkompetenz geschult und
nicht Medienabhangigkeit verursacht.

2.1.1 CAS-Grundfertigkeiten

Die folgende Tabelle enthalt die Grundfertigkeiten im Umgang mit CAS, die in der Jahrgangsstufe 10 er-
worben werden sollen und fur eine Abiturprifung im Fach Mathematik, bei der ein CAS-Rechner verwen-
det werden darf, zur Verfigung stehen mussen.

Kategorie CAS-Grundfertigkeit
Einstellungen WinkelmaB einstellen
Term Taschenrechner verwenden

Term definieren (z. B. Festlegen des Terms einer Funktion, die hinsichtlich unter-
schiedlicher Kriterien untersucht werden soll)

Termwert berechnen

Term vereinfachen

Term faktorisieren

Term ausmultiplizieren




2.1 Einfihrende Hinweise

Terme vergleichen (z. B. Untersuchen eines Funktionsgraphen auf Symmetrie)

Wertetabelle erstellen

Grenzwert berechnen

Gleichung Gleichung l6sen
Gleichungssystem 16sen
Graph Graph zeichnen, geeigneten Anzeigebereich wahlen
Graphen von Scharfunktionen zeichnen
Daten Punktdiagramm zeichnen (z. B. Veranschaulichen einer Messreihe)

2.1.2 Beispielaufgaben

Im Folgenden wird anhand einiger grundlegender Aufgaben exemplarisch gezeigt, wie der CAS-Rechner
zur Unterstltzung der Bearbeitung von Aufgaben eingesetzt werden kann.

Beispielaufgabe 1

Berechnung des Umfangs und des Flacheninhalts einer Figur

CAS-Grundfertigkeiten

Term definieren, Term vereinfachen, Term ausmultiplizieren

Die Abbildung zeigt eine glockenférmige Figur; alle dargestellten Bégen

sind Kreisbogen, die hervorgehobenen Punkte deren Mittelpunkte. Die K-\

zugrunde liegenden Quadrate haben die Seitenldange a. N }1'
[PAN

Ermitteln Sie in Abhangigkeit von a jeweils einen Term fur den Umfang SN .

und den Flacheninhalt der Figur; vereinfachen Sie beide Terme so weit wie fa

moglich.

Zunachst werden die Terme fiur die Kreisradien, anschlieBend damit die Terme fur den Umfang und den
Flacheninhalt der Figur in Abhangigkeit von a aufgestellt und falls méglich vereinfacht.

q] 1.1 |

W} Edit Aktion Interaktiv

Aufgabe 1 w ﬂﬂ

ri’:=2-a—a-J2_

Ealte [Pl Adw]

Define raliar=Zxa—axliZy |~

rZ=a a done
Define raZiar=a
r3:=a‘\j2_ ay2 done
Define ralialr=axl{2)
21 N et »
rlm+—— 2732w i e (J2_ 6) Z done
8 ) 2¥1

l‘rlz 'n+l-r22'n+2‘(i‘a2—i-r32 ‘TI:)
2 2 2 8

Al = HPRraZlalwn+traZ(aixn

a-n+@—[g"2_-a—2-a *

az-((%—2'ﬁ]'n—g+3] %Kralia}“Exn+%xr’aE{a}“ r
2.p (2 -a-203)%en
factor(a2-((1—2-\]2_]-n—£+3]) = 2 “ 2 -2’
2 2 i
factary
22 {(3-2-2 Js3) aZ (322 omr3)
R n -

699 Alget Standard Real Gra daml
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Beispielaufgabe 2
Berechnungen an einer Figur, die elementare Kreisteile enthalt

CAS-Grundfertigkeiten WinkelmaB einstellen, Taschenrechner verwenden, Gleichung 16sen

Fur welchen Abstand d (in Abhangigkeit von r) halbiert die
Strecke [AB] den Flacheninhalt des Halbkreises?

Zunachst muss der Term fur den Flacheninhalt des grau markierten Kreissegments manuell hergeleitet wer-
den.

Mit %E:r-sin(g) und d:r~cos(§) ergibt sich:

Asegment = Asektor (T:X)—Apamg = 212X~ sin(%)m ~cos(§) =1r ~(x—25in(§)~cos(§))

Eine Vereinfachung des Terms Zsin(g)-cos(g) zu sinx wadre an dieser Stelle moéglich, kann von den Schile-

rinnen und Schilern jedoch nicht erwartet werden.

Der Ansatz Asegment = %rzrr fuhrt zu der Gleichung:

x—25in(§)-cos(§) =Jm

Diese lasst sich algebraisch nicht [6sen. Eine ndherungsweise Loésung mit dem CAS-Rechner liefert schlieBlich
das Ergebnis d~0,40-r.

g ITl Aufgabe 2 w .ﬂﬂ W Edit Aktion Interaktiv
SN T = Bl D
solverx—2-sinL*l|-cos1 - |—*‘TILJ.’] LA a |~
1 L2 2/ 2 Soluve Car—2Hsin = FACOSC ST
x=2.30988 {==2,38933145}
. : cos(2. 38938 145,/20
os|| 2.3098814600101 ] 0.403973 @, 4E29T2 7533
\ 2 u
™~
k299
-

Alasb Dezimal Real Bog gm
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Beispielaufgabe 3
Sinus und Kosinus am Einheitskreis

WinkelmaRB einstellen, Term definieren, Wertetabelle erstellen, Punktdiagramm

CAS-Grundfertigkeiten .
zeichnen

a) Zeichnen Sie Punkte P(cosa;sina) fur ausgewahlte ae[0°360°] in ein Koordinatensystem ein. Be-
schreiben Sie die Form der Kurve, auf der diese Punkte liegen.

b) Was andert sich, wenn man die Koordinaten vertauscht?

Die Koordinaten werden als Terme definiert, die WinkelgréBen im GradmafB angegeben; die zugehérigen
Termwerte werden in einer Wertetabelle mit Einsetzungen von 0° bis 360° berechnet. Sinus- und Kosinuswerte
kénnen so graphisch als Koordinaten aller Punkte auf dem Einheitskreis interpretiert werden.

q T|7-p *ufgabe 3 w Fe] | [ Datei Edit Graph Akt
IWinkel pr ﬁyp E E =
0. 1. 0.
Il 15.] 0.965926| 0.258819
30.| 0.868025 0.5
45.1 0.707107) 0.707107
60. 0.5] 0.866025 ~
A2 |=a1+15° (¢ >
Az 15 ]
4 —‘I—l *ufgabe 3 w 'ﬂﬂ
1.2
] e%e
] e e}
Q@ @
06 o o
6} [}
= 00 ® o
1 @ e
-06] 5} ]
06 (6} e
] ®eg0?®
-1.24
S I I LA PN [
-18 -1.2 06 00 06 12 18
Xp

Schon anhand der Wertetabelle wird deutlich, dass eine Vertauschung der Koordinaten die Form der Kurve nicht
verandert; sie ist symmetrisch bezlglich der Geraden y = x .
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Beispielaufgabe 4
Bestimmung der Schnittpunkte zweier Funktionsgraphen

WinkelmaB einstellen, Gleichung l6sen, Graph zeichnen, geeigneten Anzeige-

CAS-Grundfertigkeiten bereich wahlen

Zeichnen Sie die Graphen der in IR definierten Funktionen f: x> sinx sowie g:x cosx und bestimmen
Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Graphen.

Nach Einstellen des WinkelmaBes und Wahlen eines geeigneten Anzeigebereichs werden die beiden Funk-
tionsgraphen in einem gemeinsamen Koordinatensystem dargestellt. Die Koordinaten der Schnittpunkte
kénnen dann graphisch ermittelt werden.

J 1.1 ['Ib “Aufgabe 4 w fap[ x| “ Edit Zoom Analyze # B
3“}'
) Elattl [BlattZ [Blattd (B4
(l=sin ] ( ) Ewl=zin(x) [=—]]&
f1loxc)=sinlx) f,--All 0.785,0.707 ) EuZ=coslx) [ 1
. A e Ow3:=0
f2lx)=coslx| | Ow4: 0
- : 5 Ow5:0
N ; 75 Ové: 0
O%7:0
. 3 ; Oa:
(-2.36,-0.707) (3.93,-0.707) === =
S 3 ) N ] 5

Schnittpunkt
wo=—2, 356194 | wo=—A. TAT 1A
Wl==inlx) E

Bog Real ol

Bestimmt man die Koordinaten der Schnittpunkte rechnerisch durch Gleichsetzen der Funktionsterme, so
auBert sich die Periodizitat der x-Koordinaten der Schnittpunkte im Auftreten eines Parameters im Losungs-
term; eine Auswertung des Terms in Abhangigkeit von diesem Parameter bietet sich an.

ﬂ-—'—ﬂ | *Aufgabe 4 w ] ] [ Edit Aktion Interaktiv
] ' d o ] Y " 4
solvelsinlax)=coslx),x] l4nt-3)'n Em i AT EaiA
X=—" solvelsintxi=cos{xl,x2 e
4 =1
x=2Z= - constnl 1 :I—T s =k
[u}
A 1799
-
Algeb Standard Real Bog qm]
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Beispielaufgabe 5
Untersuchung einer Funktionenschar

CAS-Grundfertigkeiten Graphen von Scharfunktionen zeichnen

Gegeben ist die Funktionenschar f,:x > sin(a-x) mit aeR\{0} und Definitionsbereich R. Zeichnen Sie
einige Graphen der Schar fur verschiedene Werte des Parameters a und untersuchen Sie die Auswirkung
der Anderung des Parameters auf den Funktionsgraphen.

] 1.2 BOG AUTO REELL U M Edit Zoom Analyse ¢ B

Ay

Evl==sin( 1)
EvZ=gin(2-x)
Ev3==in( 3z
O
Ov5:
Ove&:
Ow7:
Owa:

o o o |

Eog Real 1]

Beispielaufgabe 6
Ermittlung des Funktionsterms einer Funktion mit vorgegebenen Eigenschaften

CAS-Grundfertigkeiten Term definieren, Gleichungssystem l6sen

Die Punkte A(-2|3,75) und B(-4]0,234375) liegen auf dem Graphen einer Exponentialfunktion
f:x c-a* mit aeRR", ceR\{0} und Definitionsbereich IR. Ermitteln Sie passende Werte fir a und c.

(nach Fokus 10, S. 66, Aufgabe 6¢)

Die Definition des Funktionsterms im CAS-Rechner vereinfacht das Aufstellen des Gleichungssystems. Die
negative Losung fur a sollte besprochen werden.

1.1 BOG AUTO REELL | ¥ Edit Aktion Interaktiv

o p—- R e Y
o define flai=cxa™ar -

solvelA-2)=3.75 and A-4)=0.234375,4) done

solve{{f(-23=3. 75, f(-41=}

a=-4. and ¢=60. or g=4. and ¢=60. T la=—d,c=6l}, La=d, c=E6@

u|
2/99

-

Alasb Dezimal FReal Bog oo
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Beispielaufgabe 7
Verlauf eines Funktionsgraphen

Term definieren, Grenzwert berechnen, Graph zeichnen, geeigneten Anzeige-

CAS-Grundfertigkeiten bereich wahlen

Ein Schiler experimentiert mit einem Funktionsplotter und erhalt y
die abgebildete Ausgabe fur den Graphen G; der in IR definierten G
Funktion f 4
x* —60.000x? +1.000.000.000
fix— 7 . 2
X" +200.000.000

Der Schuler ist verunsichert. Ist G; tatsachlich eine Parallele zur X
x-Achse? Stellen Sie die wesentlichen Eigenschaften von G; zu- 4 2 0 2 4

sammen.

Mithilfe manuellen Zoomens oder der automatischen Zoomanpassung lasst sich zeigen, dass der Graph
von f gekrimmt ist.

drif12]13]» Autgabe7 w ool x | W Edit Zoom Analyse ¢ (|

3':;')\}'
4_ L2
18 CHTEE: EHEEE. x4 |
4
z+omEE
= Ow2:0
a0 i0 80 gﬁ;g
4 2 OwS:-0
- xCH
“[x:l:x 60000 x“+1000000000 Oui: O
x4 4200000000 a0
» —3-9| S
g LY
20
—2a
Fog Real G
diarz1z]» Aufgabe7 w o] x| [ % Edit Tvp Gilem # )
5“}'
4_ L2
Byl= X cOBEE. x4
x4 +2000
Ovz:=0
Ow3:-0
Owd: g
OwS:-0
OwE: ]
» aw.. " R 15
-1
El
| |
Bog Real o
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Eine Erweiterung des Anzeigebereichs fur die x-Werte, z. B. auf den Bereich [—1000;1000], lasst die Gerade
mit der Gleichung y =1 als Asymptote des Graphen von f vermuten.

iaiz] 3] Auabe7 w i) x| [ Edit Zoom Fralyss ¢ DY
A
g

&1y

x4—E~EiE1ElEi-x2+'

Ewl=
x4 +2000

[

O

=

B
Doooo

1000 100 1000
» -4 1E+3

—1e+3

Eog Real o]

Die Bestimmung der Grenzwerte von f fir x — +00 und x — —o bestatigt die Vermutung.

rz[13]14]r Avigabe7 w bell] [ Edit Aktion Interaktiv i
i b700) = e el Bl
X Lim e ¢ 4—-EBEE0x 2+ | DOBEE » |+
1
lim (r7(x)) 1 43/ (" A+ ZABBBRBAE , 3, —0
X—w@ 1
| |
Y d
2/99
-
Algeb Standard Real Bog gm

Beispielaufgabe 8
Verschiebung eines Funktionsgraphen

Term definieren, Term vereinfachen, Term ausmultiplizieren, Graph zeichnen,

AS- fertigkei
CAS-Grundfertigkeiten geeigneten Anzeigebereich wahlen

Gegeben ist die Funktion f:x— x3+6x?+6x—4 mit Definitionsbereich IR. Der Graph der Funktion g ist
gegenlber dem Graphen von f um 2 in positive x-Richtung verschoben.

a) Bestimmen Sie den Funktionsterm von g.
b) Was lasst sich Uber die Symmetrie der Graphen von f und g aussagen?

(nach Lambacher Schweizer 10, S. 153, Aufgabe 8)

21
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Mit dem CAS-Rechner lasst sich der Funktionsterm von g ohne langwierige manuelle Rechnung aus dem
Zusammenhang g(x) =f(x-2) in expliziter Form bestimmen.

f(l’:l" 460l +6ex—4 Ferfig 0 EH!H zgl 12 a1 %
ij'x * ; o Define Tlar=ar G+Ear 246 b[*
i=Ax-2 Ferti done

3 f(x £ Cefine atar=fla-22
gtx:l =G done
=L
(=203 6. (x-2)2 46+ (x-2)-*
Simplifwiglarsd
xS—E--x
0
3/99
-

Alasb Dezimal Real Bog gm

Das Zeichnen des Graphen der Funktion f lsst eine Symmetrie beztiglich des Punkts (-2|0) vermuten.

1.2 BOG AUTO REELL i V Edit Zoom HI‘I-EI]."_'-'SE' * EII

A

Ewl=fx]
Graph 7 Ow2:

Ow2:
ki . O
Ovs:
r Oye:

Ow7:
Owa:

: N\ ?

Ooooooo

Eog Real 11|

Da der Graph von g wegen g(-x)=-g(x) punktsymmetrisch bezlglich des Koordinatenursprungs ist und
aus dem Graphen von f durch eine Verschiebung um 2 in positive x-Richtung hervorgeht, trifft diese Ver-
mutung zu.

2.1.3 Einstieg in die Arbeit mit dem CAS-Rechner

Die Bedienung der CAS-Rechner wird durch eine komfortable Menufiuhrung unterstitzt. Das Erlernen spe-
zieller Befehle ist nicht erforderlich. Dies gibt Schilerinnen und Schilern die Méglichkeit, ohne eine lange-
re Einfihrung in die Bedienung von Beginn an selbstandig mit den Geraten zu arbeiten.

Far den Einstieg in die Arbeit mit dem CAS-Rechner bietet sich eine Wiederholung wesentlicher Inhalte der
Jahrgangsstufe 9 an. So kann die EinfUhrung der Schilerinnen und Schiler in die Grundfunktionen des
CAS-Rechners mit einer Sicherung grundlegender mathematischer Kenntnisse, Fahigkeiten und Fertigkeiten
verbunden werden. Bereits an dieser Stelle lasst sich der bei Schilerinnen und Schilern teilweise vorhande-
nen Fehlvorstellung entgegenwirken, manuelle Fertigkeiten und Kopfrechnen seien in Anbetracht der
Funktionalitat des zur Verfigung stehenden CAS-Rechners nicht mehr erforderlich.
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Bei der Bearbeitung der folgenden Aufgaben, die Teil eines Arbeitsblatts zur Wiederholung wesentlicher
Inhalte der Jahrgangsstufe 9 sein kénnten, erlernen die Schulerinnen und Schiiler im Umgang mit dem CAS-
Rechner folgende Grundfertigkeiten:

¢ Taschenrechner verwenden

¢ Term definieren

¢ Termwert berechnen

¢ Term vereinfachen

¢ Term faktorisieren

¢ Gleichung l6sen

¢ Graph zeichnen, geeigneten Anzeigebereich wahlen

¢ Graphen von Scharfunktionen zeichnen

1 Arbeiten mit Termen

1.1 Geben Sie den Term in den CAS-Rechner ein und berechnen Sie seinen Wert fur die angegebene Erset-

zung.
542 . 1_ LU 2 2
a) 2x° +1 4X; x:—E b) 3.9+4_3+2;n:3 q P *Pa*a ip=-3V5, q=4415
X% +1 2 pz—q2

1.2 Vereinfachen Sie den Term zunéachst manuell so weit wie mdglich und kontrollieren Sie anschlieBend
Ihr Ergebnis, indem Sie den Term in den CAS-Rechner eingeben.

1 1

a) z+q z b) (s+t)2—s2 9 \4/x3.§
1
q t \/; X3

Folgende Abbildungen zeigen mogliche Lésungen der Aufgaben 1.1a und 1.1b. Je nach Systemeinstellung
des CAS-Rechners erhalt man exakte oder gerundete Ergebnisse.
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Es empfiehlt sich, insbesondere das Ergebnis der Aufgabe 1.1b von den Schilerinnen und Schulern auch
manuell berechnen zu lassen, um die Rechenregeln zu Potenzen mit rationalen Exponenten zu wiederho-
len.
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Im Zusammenhang mit Aufgabe 1.1c kann auf eine haufige Fehlerquelle bei der Eingabe von Termen hin-
gewiesen werden. Gibt man den Term pqg ohne Multiplikationszeichen ein, so behandelt der CAS-Rechner
diesen als eine einzige Variable; die Eingabe aller Rechenzeichen ist erforderlich.

I 1.1 | *Terme w {3
Pl ipgig® O
T[yraﬁ and g=4-/15
P°-q
-|pg+285)
195
pripgrg”
2 P9 . 3.[5 and g=14/15
2_ 2
r°-q
43 -10
- ™
N 5/

| ¥ Edit Aktion Interaktiv
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2 2 =
S LA ;pq+q Ip=—3J3 and <»
F<-q
—(pg+285)
195
2 ek
B P8 p=—3y5 and»
F<-q
~[-e@-f7 +285]
195
o
-
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Im Rahmen der Bearbeitung der Aufgabe 1.2 dient der CAS-Rechner zur Kontrolle der manuell erzielten
Ergebnisse. Derart grundlegende algebraische Umformungen mussen Schulerinnen und Schuler selbstver-

standlich auch ohne Verwendung von Hilfsmitteln beherrschen.

Bei Eingabe eines Terms wird dieser nicht immer vollstandig vereinfacht. Weitere Vereinfachungen sind
haufig mithilfe von Befehlen zum Umformen von Termen (z. B. Faktorisieren oder Ausmultiplizieren) mog-
lich. Allerdings muss Schilerinnen und Schilern erst bewusst werden, dass Ergebnisse des CAS-Rechners

nicht unbedacht Ubernommen werden sollten.

J.-. *Terme w {3
;_i 1
z+g =z rz+q'| q 'z

g
! 1 1 \
factorl —
g |.z+ql gz z |.z+qi
|Is+jl2—32 2:5+f
£
W
/M Definitionsbereich des Ergebnisses kann groEer

| ¥ Edit Aktion Interaktiv
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1
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simplify¢ 223 Z 5
-1
z=[z+q)
2__2
simplifye %}
Zez+t
o
-
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Aufgabe 1.2b bietet die Gelegenheit, den Begriff des maximalen Definitionsbereichs aufzugreifen. Im Aus-
gangsterm darf die Variable t nicht null sein, im vereinfachten Ergebnis ware dies dagegen méglich.



sB 2.1 Einfihrende Hinweise

Auch bei Bearbeitung der Aufgabe 1.2c zeigt sich, dass ein vom CAS-Rechner ausgegebenes Ergebnis einer
Termvereinfachung stets kritisch betrachtet werden sollte.

Die beiden Faktoren x’

“ Edit Aktion Interaktiv

12| Terme w ﬂﬂ

i

. 5 s 14 ] T ] T e i id IR EX
2 4 o v 5 e
b x4 2 {,2) i S -
i P [t
1 i T
x3 x§
4 5 7 5 1
‘E-iwo x® X 12.[3)
=]
J; 1 4 r
x3 ~ \le._g x%u}a
K 5/9 ® 3
I
xE-

|

kel
el
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s 1 . 5.3 7 . .
Z und (x3)4 lassen sich zu x™"% = x¢ zusammenfassen. Der CAS-Rechner nimmt eine

derartige Vereinfachung nicht grundsatzlich vor; hier ist die Eingabe der Zusatzbedingung x >0 erforder-
lich. Manuelles Rechnen kann also gelegentlich einfacher zum gewdinschten Ergebnis fihren. Generell soll-
ten die Schilerinnen und Schuler zu einem bewussten Einsatz des CAS-Rechners angeleitet werden.

2

2.1

2.2

Algebraisches Losen von Gleichungen

Ermitteln Sie die Lésungsmenge zunachst manuell und kontrollieren Sie Ihr Ergebnis anschlieBend
mithilfe des CAS-Rechners.

a) 4-(x+4)*—(2x-11)° =171 b) (5a-5)*—(3+3a)’ =20-(6-4a)’
c) (\/§z+1)2—(\/§z—3)2:2-(\/§z+56)2 d) 2x% +45x = 47

18 3
e) — ——=

Xx+3 x-3

Losen Sie die Gleichung mit dem CAS-Rechner nach den in eckigen Klammern angegebenen Variablen
auf. Welche physikalische Bedeutung hat die Gleichung b?

a) a’x?+(2a-1)-x+1=0; [x], [a] b) x:x0+v0t+%at2; [t], [vo]

Im Rahmen von Aufgabe 2.1 soll der CAS-Rechner zur Kontrolle der manuell erzielten Ergebnisse eingesetzt
werden. Bei der Eingabe in den CAS-Rechner muss sowohl die Gleichung als auch die Variable, nach der
aufgel6st werden soll, angegeben werden — ein Beispiel dafir, dass die Rechnersprache teilweise einzelne
Aspekte algebraischer Objekte deutlich betont und damit zum Verstéandnis beitragen kann.
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Folgende Abbildungen zeigen die Ergebnisse der Aufgaben 2.1b und 2.1c.

S Gleichungen w A8 [ Edit Aktion Interaktiv %
soivel(s-a-5)2—(3+3-a)2=20-(6-4a)20) [
- -(3-J65 ~29) op o265 +29 5°1Vf;.<j:;55> 2;-:3+3::{;_§r -

16 16 SRl L L

solve((JQ_-zﬂ]z-(u‘g_-z_g)z:g.(ﬁ.ﬂsé)?r salve((ﬁzﬂ)j;ﬂ;ﬁii—s;

false b
|
7%

o[

Algeb Standard Real Bog gmy

Bei Bearbeitung der Aufgabe 2.2a zeigt sich, dass auch die Lésung einer Gleichung vom CAS-Rechner nicht
immer vollstandig vereinfacht ausgegeben wird. Die Eingabe einer Zusatzbedingung (z. B. x>0) kann
dann eine weitere Vereinfachung erméglichen.

411 1.2 |5 Gleichungen w ] = | | ~ Edit Aktion Interaktiv
solve(az-x2+(2'a—1)-x+1=0,x) o Emﬁ%uu-
e, 2 _ Y
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x= or x= I R -
o2 )2 {x= (2-a «,2.' 42.a+1 1]’x“
-]
solve(a2-x2+(2-a—1)-x+1=0,a) snlve{ag*xzﬂza—l}*xﬂ:_*
) e { R LU
a= org= a= —=,a= -
x x w2 x i x
= BESS W CA o S
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[
S U U Wt
EEE A
u|
-
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Folgende Abbildungen zeigen die Ergebnisse der Aufgabe 2.2b.

4(1.1 1.2 1.3 | Gleichungen w ] x| | ¥ Edit Aktion Interaktiv
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f_.jZax 2-ax0+v0® —v0 or = 2ax=2, {F_[.u.,a_ u82+2-a-x—2-a,

a a

solvex=x@+vatt+ % *aﬁ"t2 2k

1
solve(x=x0+v0-f+; a -fz,vo)
_Cat = x@
{“B_ z 't t}
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2.1 Einfihrende Hinweise

Die Aufgaben 2.2a und 2.2b lassen sich erweitern, indem man beispielsweise die Anzahl der Lésungen in
Abhangigkeit vom Parameter bzw. die physikalische Bedeutung der Variablen thematisiert.

3

Eigenschaften von Parabeln

Gegeben sind die in IR definierten Funktionen f;, f,,..., fy und f;; mit folgenden Termen:
f1(x) = —(x-5) f(x)=x*-3 f3(x)=2x2 -1 f4(X) = -0,5x% +2
f5(x) = x% —2x +1 f5 (X) = —(2+x)° f;(x) =x-(x—6) fg(x)=-2:(x-1)-(x+4)

fy(x)=-0,5x2+2x  fio(x)=(3-x)* -4
Die zugehérigen Graphen werden mit G;, G,, ..., Gg und G;y bezeichnet.
a) Stellen Sie Gy, Gy, ..., Gg und G;o graphisch dar.

b) Erklaren Sie, wie man am Funktionsterm einer Parabel erkennen kann, ob sie
¢ kongruent zur Normalparabel ist;
¢ nach oben geoffnet ist;
¢ durch den Koordinatenursprung verlauft;
+ weiter als die Normalparabel ist;
¢ keinen Punkt mit der x-Achse gemeinsam hat;
¢ durch alle vier Quadranten verlauft.

Die Verwendung des CAS-Rechners dient im Rahmen der Bearbeitung dieser Aufgabe insbesondere der
Veranschaulichung und unterstitzt damit selbstandiges, experimentelles Arbeiten.

4

Graphisches Lésen von Gleichungen

Gegeben ist die Gleichung L 2-mx+5 mit meRund xe IR\{0} .
X
a) Ermitteln Sie mithilfe des CAS-Rechners fir m=0,5 graphisch Naherungswerte der Losungen, in-
dem Sie die Schnittpunkte zweier geeigneter Funktionsgraphen bestimmen.

b) Ermitteln Sie die exakten Losungen der Gleichung in Abhangigkeit von m und tGberprufen Sie Ihr
Ergebnis aus Aufgabe a.

c) Fur welche Parameterwerte m erhalt man keine, genau eine oder zwei L6sungen?

d) Veranschaulichen Sie die Ergebnisse aus Aufgabe c mithilfe des CAS-Rechners.

Zur Veranschaulichung und zum besseren Verstandnis fur die Losungen einer Gleichung ist die graphische
Ermittlung der Losungen hilfreich — insbesondere dann, wenn die Anzahl der Lésungen vom Wert eines
Parameters abhangt. Mithilfe eines CAS-Rechners lassen sich die hier wesentlichen Zusammenhange ver-
haltnisméaBig zlgig untersuchen.
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2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung
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Nach Bearbeitung dieser einfilhrenden Aufgaben sollten die Schilerinnen und Schiler mit den Grundfunk-
tionen des CAS-Rechners vertraut sein. Weitere CAS-Grundfertigkeiten sowie die Anwendung wertvoller
Funktionen, wie der dynamischen Geometrie, erlernen sie im weiteren Verlauf des Unterrichts an jeweils
geeigneter Stelle.

2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Die folgenden Vorschlage zur Gestaltung des Unterrichts liefern exemplarisch Anregungen far eine Umset-
zung des Lehrplans unter Verwendung von CAS im Mathematikunterricht der Jahrgangsstufe 10. Sie zei-
gen, an welchen Stellen und zu welchem Zweck der CAS-Rechner gewinnbringend eingesetzt werden kann,
und unterstutzen Lehrkrafte damit bei der Entwicklung eigener Unterrichtsideen. Dazu wird auch immer
wieder auf das vielfaltige Angebot der zugelassenen Lehrbicher verwiesen.

Ausdrucklich wird darauf hingewiesen, dass die Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung die jeweils behandel-
ten Lehrplanabschnitte oder Lehrplaninhalte nicht vollstandig abdecken. Abhéngig von der jeweiligen
Einsatzmoglichkeit des CAS-Rechners sind die Vorschlage auBerdem unterschiedlich ausfuhrlich beschrie-
ben. Verzichtet wurde auf Vorschlage zur Umsetzung des Lehrplanabschnitts ,,M 10.4 Stochastik: Zusam-
mengesetzte Zufallsexperimente”, da sich der Einsatz des CAS-Rechners im Zusammenhang mit stochasti-
schen Fragestellungen der Jahrgangsstufe 10 auf die Funktionen eines herkdmmlichen Taschenrechners
beschrankt.

Teilweise werden im Anschluss an die Vorschlage Moglichkeiten zur Vertiefung beschrieben; die dabei je-
weils zugrunde liegenden Inhalte sind im Lehrplan nicht verbindlich vorgesehen. Unter Berlcksichtigung
der Intention des Lehrplans, die von Prinzipien wie Verstandnisorientierung und Anwendungsbezug ge-
pragt ist, sowie der Leistungsfahigkeit der Lerngruppe koénnen diese Inhalte jedoch nach didaktisch-
methodischem Ermessen der Lehrkraft im Unterricht behandelt werden. Dazu kdnnte sich beispielsweise
eine Ubungsphase mit Binnendifferenzierung anbieten. Derartige Vertiefungen dirfen jedoch nicht zu
Lasten verbindlicher Lehrplaninhalte erfolgen.

2.2.1 Kreis - Bogenmaf

In der Jahrgangsstufe 8 haben sich die Schulerinnen und Schuler bereits mit der Kreismessung beschaftigt,
die Formeln fur Umfang und Flacheninhalt kennen gelernt sowie erste Nadherungswerte fur die Kreiszahl 1
ermittelt. Der Lehrplanabschnitt ,M 10.1.1 Kreis” sieht die EinfiUhrung des BogenmaBes vor. Mithilfe des
CAS-Rechners lasst sich der Zusammenhang zwischen der GréBe eines Winkels im GradmafB und dessen
GroBe im Bogenmal veranschaulichen.
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Vom Lehrplan nicht verbindlich vorgegeben ist die naherungsweise Bestimmung der Kreiszahl 7 mithilfe
eines numerischen Verfahrens. Mit Unterstitzung des CAS-Rechners, insbesondere der Tabellenkalkulati-
onsfunktion, lassen sich geeignete Naherungsverfahren effektivanwenden (vgl. ,Vertiefungsmaoglichkeit”).

Im Zusammenhang mit den beschriebenen Vorschlagen zur Unterrichtsgestaltung sowie zur Vertiefung
kommen insbesondere folgende CAS-Grundfertigkeiten zur Anwendung:

¢ WinkelmaB einstellen

¢ Taschenrechner verwenden

¢ Term definieren

¢ Termwert berechnen

¢ Wertetabelle erstellen

¢ Graph zeichnen, geeigneten Anzeigebereich wahlen

Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Der Zusammenhang zwischen der GréBe des Mittelpunktswinkels a (im Gradmaf)
und der Bogenlange b des zugehérigen Kreisbogens mit Radius r (vgl. Abbildung)
kann unter Verwendung der dynamischen Geometriefunktion des CAS-Rechners
anschaulich untersucht werden. Q b

Mogliche Vorgehensweise:

¢ CAS-Rechner auf GradmaB einstellen

¢ Kreis um den Koordinatenursprung zeichnen

+ Kreisbogen durch drei Punkte auf dem Kreis festlegen

¢ Bogenlange und GréBe des Winkels (im Gradmaf) messen

| 1.1 | Bogenmal w bel] x| ¥ Datei Edit Ansicht Draw ¥}
6.01 Ty ziir)|w[3. 774753 ]
Punkt ——— —
) 489y SRR
: 0.5 1f 70.02° . e -\,
-9.02 ;| 5 I 902 B A L.
il4,0)
! g:[14m. 815"
» -6.01
|

Wird nun ein Endpunkt des Kreisbogens bewegt oder der Radius des Kreises verandert, so wird deutlich,
dass die Bogenlange sowohl von der GréBe des Winkels als auch vom Radius abhéngt; die direkte Proporti-
onalitat zwischen b und a sowie zwischen b und r liegt nahe. Auf dieser Grundlage lasst sich der Zusam-
menhang

a

b= .
360°

2rmr

erarbeiten.



b

Da auch der Quotient b wegen °__9
r

r 360°

2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

21 direkt proportional zur GroBe des Winkels a (im GradmaB)

ist, eignet er sich als Maf fur die GroBe des Winkels:

X==

b

(GroBe des Winkels im Bogenmal)
r

Wahlt man als Radius r =1, so liefert die MaBzahl der Bogenlange auf dem Einheitskreis zu einem Winkel

der GréBe a (im GradmaB) das zugehérige Bogenmaf x.

iz Bogenmal w bel] x| ~ Datei Edit Ansicht Draw 5
a8ty 2:!1:2]'1-' 1.578796 [+ {I
(0,1)4 T,
- I:H -
0.1, . \
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=1.38

Bei der Bearbeitung von Aufgaben zum BogenmaB (Umrechnung zwischen GradmaB und Bogenmaf, Be-

EH ‘BEI.EEE\

i ' A ' E

—1. 5

(2|

rechnung von Bogenldngen, Berechnung von Sinus- und Kosinuswerten) kann der CAS-Rechner im Wesent-

lichen wie ein herkdbmmlicher Taschenrechner verwendet werden.

Vertiefungsmaoglichkeit

Naherungsweise Bestimmung der Kreiszahl
Aufbauend auf Grundkenntnissen zur Kreismessung aus der Jahrgangsstufe 8 kénnen mit Unterstitzung

von CAS numerische Naherungsverfahren zur Bestimmung der Kreiszahl 1 betrachtet werden. Dabei erken-

nen die Schilerinnen und Schuler die Notwendigkeit, Grenzprozesse durchzuftihren. Der besondere Nutzen

des CAS-Einsatzes liegt weniger in der Herleitung der Verfahren, als vielmehr in der Verarbeitung komple-

xer Terme, die gerade bei leistungsschwacheren Schilerinnen und Schilern das Verstandnis fur das eigent-
liche Verfahren behindern wirde.

Zur Bestimmung eines Naherungswerts fur ™ werden dem abgebil-
deten Sektor des Einheitskreises n Rechtecke der Breite % einbe-

schrieben.

Mithilfe des Satzes von Pythagoras erhalt man fur die Hohe h, des

k-ten Rechtecks:

Damit ergibt sich fur den Flacheninhalt des k-ten Rechtecks:

(CURE RIS
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Um den Zusammenhang zwischen der algebraisch-symbolischen Beschreibung und der anschaulichen geo-
metrischen Situation zu verdeutlichen, kdnnen konkrete Zahlenwerte eingesetzt werden.
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Als Naherungswert fur den Flacheninhalt des Kreissektors ergibt sich:
n
s(n) = Y.r(k,n)
k=1

Der CAS-Rechner kann fur s(n) exakte Werte ausgeben.
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Zur Ermittlung eines Naherungswerts fur 1 ist die Ausgabe gerundeter Werte fur s(n) sinnvoll. Je groBer
man die Anzahl n der Rechtecke wahlt, desto genauer wird — unter Berucksichtigung des Faktors 4 — der
N&herungswert fur .
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2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

[ Edit Aktion Interaktiv

define stnd=Firtkani ks 1.k
done

=C1@

JI1 +051 w019 436011 o
168

approxids 1@

2.96845183226
approxtdEsCLIEE D

2.128417832
approx 4k SR Y

2. 137487477
approxtdEsC LEEED 2

2. 1239555467
approx 4k CSAERD »

2.1411893227

Algeb Standard Real Bog gm

Das hergeleitete Naherungsverfahren lasst sich durch einen alternativen Zugang zur Hohe h, des k-ten

Rechtecks abwandeln.

Beschreibt man den Rand des Kreissektors durch die Funktion v

f:x > v1-x% mit Definitionsbereich [0;1], so gilt:

he=1(7)

Damit ergibt sich fur den Flacheninhalt des k-ten Rechtecks:

k)= 1(2)

Der Néherungswert fir den Flacheninhalt des Kreissektors bleibt

unverandert:

n

s(n)= Zr(k,n)

k=1

LTSt 2

Ausgehend von dem zunachst durchgefihrten Verfahren mussen im CAS-Rechner entsprechend nur der
Funktionsterm von f und der geédnderte Term r(k,n) neu definiert werden.
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Das alternative Verfahren lasst sich auf beliebige Funktionen anwenden, um jeweils den Inhalt eines Fla-
chenstlicks zu bestimmen, das vom Funktionsgraphen, der x-Achse und zwei Parallelen zur y-Achse einge-
schlossen wird.

Arbeitsauftrag

Gegeben ist die in IR definierte Funktion f:x > x?. Ermitteln Sie einen Naherungswert fur den Inhalt des
Flachenstlicks, das der Graph von f, die x-Achse und die Gerade x =1 einschlieBen.

Ausgehend von der Bestimmung des Flacheninhalts des Kreissektors ist zur Losung dieser Aufgabe lediglich
eine Anderung der Definition des Funktionsterms von f im CAS-Rechner erforderlich.
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b
[th [abe [cat [ 20 |EIEIE]

< EEEFEEL R+
log | In T Tlel2|l"~|=
=2 | &= [« i 4]5]e][=]+
R NEE B
L ] =2 EBa].|e||ans
Trig | CALC JoFTH | AR |EXE

Algeb Standard Real Bog gm

Dass das verwendete Verfahren geeignet ist, den exakten Inhalt des betrachteten Flachenstiicks zu ermit-
teln, lasst sich nahelegen, indem man zum Vergleich die Funktion des CAS-Rechners zur Berechnung eines
derartigen Flacheninhalts nutzt.
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Fur eine lineare Funktion lieBe sich der ermittelte Naherungswert zusatzlich mit dem elementargeometrisch
berechneten Inhalt der betrachteten Flache vergleichen.
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Naherungswerte fur die Kreiszahl 1 lassen sich auch mithilfe einer Abschatzung des Kreisumfangs bestim-
men (vgl. zugelassene Lehrbicher). Dazu wird der Umfang eines Kreises mit Radius r durch den Umfang u,,
eines einbeschriebenen sowie den Umfang U, eines umbeschriebenen regelmaBigen n-Ecks angenahert.

Einfache geometrische Uberlegungen liefern:

Un :n~2r~sin(18°°)

n

U, =n-2r-tan(1&%)

Mithilfe der Tabellenkalkulationsfunktion des CAS-Rechners lassen sich
aus der resultierenden Abschatzung

u, <2rm<y, < n~sin($)<1‘r<n-tan(@)

Naherungswerte fur  ermitteln.
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Die zugelassenen Lehrblcher bieten weitere Aufgaben zur naherungsweisen Bestimmung von T auf der
Grundlage numerischer Verfahren. Insbesondere die Tabellenkalkulationsfunktion des CAS-Rechners kann
die Bearbeitung dieser Aufgaben wesentlich unterstitzen.

Arbeitsauftrag

Archimedes verwendete fir sein Verfahren zur ndherungsweisen Bestimmung der Kreiszahl 1 die Methode
der Eckenverdoppelung. Dazu ndherte er den Umfang eines Kreises mit einem Radius von einer halben
Langeneinheit durch den Umfang u, eines einbeschriebenen regelméBigen n-Ecks an und bestimmte dar-
aus mithilfe des Satzes von Pythagoras den Umfang des entsprechenden 2n-Ecks. Er begann die Ermittlung
der Umfange mit einem regelmaBigen 6-Eck, berechnete anschlieBend den Umfang des regelmaBigen
12-Ecks usw. Die Iterationsformel zur Berechnung des Umfangs u,, des einbeschriebenen 2n-Ecks aus dem
Umfang u, des einbeschriebenen n-Ecks lautet:

2
Uz =20y 1- 1+ 1= (2]
a) Leiten Sie die oben angegebene Formel anhand einer geeigneten Skizze her. Ermitteln Sie ug und be-
rechnen Sie u,, fur n=12, 24, 48 und 96.

b) Berechnen Sie u, mithilfe der Tabellenkalkulationsfunktion des CAS-Rechners fur sehr groBe Werte
von n. Welches Problem tritt dabei auf?
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c) Durch geeignetes Erweitern erhalt man aus der oben angegebenen Formel folgende veranderte Iterati-

onsformel:

2u,

Upn =

Begrunden Sie die Gultigkeit dieser Formel und fuhren Sie damit die Tabellenkalkulation erneut durch.

(nach Lambacher Schweizer 10, S. 11, Aufgabe 6)

Die angegebenen Formeln zur Berechnung des Umfangs des einbeschriebenen n-Ecks lassen sich in den

CAS-Rechner eingeben und auswerten.
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u_2n(12.,3.1058285412302)

3.132628613

u_2nl24.,3.1326286132807)

3.139350203

A

4/99

Eine Verwendung der Tabellenkalkulationsfunktion des CAS-Rechners bietet sich an.
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Die Folge, die durch die im einleitenden Text angegebene Iterationsformel definiert wird, ist allerdings nur
bedingt dazu geeignet, einen Naherungswert von 1 mithilfe der Tabellenkalkulationsfunktion zu bestim-
men.

4 [12]: *Archimedes w fap[ x| [ Datei Edit Grarh Calc
A B, 3 A fiz] & [A¢|=lvlodinv]y]
- ﬂ | B | c |

3145728.| 3.145728
@l 5291456.| 3.145728
22 17558291... [3.08217...
23 516532... [2.51658...
24 5033164.. 0.

~
B24 |=u_2nla23523] Y < >

=u_2nCH24, B4
B2 13.91626451 |

Die durch die veranderte Iterationsformel definierte Folge dagegen liefert unter Verwendung der Tabel-
lenkalkulationsfunktion den erwarteten Naherungswert. Die Anderung der Definition von u,, wird vom
CAS-Rechner automatisch in die Tabellenkalkulation Gbernommen.

JdEzl *archimedes w o] x| [ ¥ Datei Edit Graph Calc
Y 3 c D 3z B |A¢| = =lodliih|]]
| |

A

n u_n -

+ ﬂ E | =
3145728, [3.14159..

21 5291456, [3.14159..
22 1753291, [3.14159...
28 >515582... [3.14159..

#5033164.. [3.14159... U
B24 |=u_2n(a23,523) X <>

B23 3.141292634

2.2.2 Geometrische und funktionale Aspekte der Trigonometrie

Die Schilerinnen und Schiler ergdnzen die Menge der ihnen bereits bekannten Funktionen durch die Si-
nus- und Kosinusfunktion. Ausgehend von Betrachtungen am Einheitskreis untersuchen sie diese Funktio-
nen hinsichtlich wesentlicher Eigenschaften und lernen Periodizitat als ein neues, charakteristisches Merk-
mal von Funktionen kennen. Die Verwendung des CAS-Rechners unterstitzt dabei selbstandig entdecken-
des Lernen.

Anwendungen in Sachzusammenhéngen bieten die Méglichkeit, den Einfluss der Anderung von Parame-
tern im Funktionsterm auf die Graphen der Sinus- und Kosinusfunktion zu untersuchen. Die CAS-Rechner
stellen Werkzeuge bereit, mit deren Hilfe sich Parameterwerte auf einfache Weise variieren lassen, und
kénnen damit duBerst gewinnbringend eingesetzt werden.
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Mithilfe des CAS-Rechners kann auch die mathematische Beschreibung Uberlagerter Schwingungen, die
vom Lehrplan nicht verbindlich vorgegeben ist, anschaulich behandelt werden (vgl. ,Vertiefungsmaoglich-
keiten™).

Im Zusammenhang mit den beschriebenen Vorschlagen zur Unterrichtsgestaltung sowie zur Vertiefung
kommen insbesondere folgende CAS-Grundfertigkeiten zur Anwendung:
¢ WinkelmaB einstellen

¢ Taschenrechner verwenden

¢ Term vereinfachen

¢ Terme vergleichen

¢ Wertetabelle erstellen

¢ Gleichung l6sen

+ Graph zeichnen, geeigneten Anzeigebereich wahlen

¢ Graphen von Scharfunktionen zeichnen

¢ Punktdiagramm zeichnen

Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Sinus- und Kosinusfunktion
Mithilfe des CAS-Rechners kénnen die Schulerinnen und Schiler am Einheitskreis zu einigen WinkelgréBen
im BogenmaB die zugehdrigen Sinus- und Kosinuswerte bestimmen.

JEEIE *Einheitskreis 1 w {3 ¥ Datei Edit Ansicht Drawidi
17 Ty Pl P
(-0.646,0.763) .o
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2.27 rad
. X
2.5 b
_ T H T
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Die jeweiligen Wertepaare kénnen manuell in einer Wertetabelle festgehalten und anschlieBend in einem
Koordinatensystem dargestellt werden. Dabei wenden die Schilerinnen und Schiler die am Einheitskreis
erarbeiteten Definitionen von Sinus und Kosinus fur beliebige Winkel an und kénnen gleichzeitig den Ver-
lauf der Graphen der Sinus- und Kosinusfunktion selbstandig entdeckend erarbeiten.

Alternativ oder im Anschluss daran kénnen die Graphen der Sinus- und Kosinusfunktion mithilfe des CAS-
Rechners dynamisch ermittelt werden, indem ein Punkt auf dem Einheitskreis bewegt und dabei seine y-
bzw. x-Koordinate Uber die WinkelgroBe aufgetragen wird. Dazu sind allerdings fortgeschrittene techni-
sche Fertigkeiten erforderlich, die von Schulerinnen und Schulern nicht erwartet werden.
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AnschlieBend werden Wertemenge, Nullstellen und Periode der Sinus- und Kosinusfunktion durch geeigne-
te Betrachtungen am Einheitskreis bestimmt. Auch die Symmetrieeigenschaften der Graphen kénnen unter-
sucht werden.

Periodizitat
Durch folgenden Arbeitsauftrag kann eine allgemeine Definition der Periodizitat vorbereitet werden.

Arbeitsauftrag

Stellen Sie mit dem CAS-Rechner den Graphen der in IR definierten Funktion f: x i sinx im selben Koordi-

natensystem zweimal dar, einmal als durchgezogene und einmal als gestrichelte Linie. Verschieben Sie nun

einen der Graphen so nach links oder rechts, dass die Graphen wieder zur Deckung kommen.

a) Wie weit muss man den Graphen verschieben? Geben Sie mehrere Méglichkeiten an.

b) Begrinden Sie, dass der Graph von f die beobachtete Eigenschaft besitzt.

) Fur welche x-Werte stimmt der Funktionswert von f mit dem Funktionswert an der Stelle x =7 Gberein?
Beschreiben Sie damit die in Aufgabe a beobachtete Eigenschaft des Graphen von f in Symbolschreib-
weise.

d) Lassen sich Ihre Ergebnisse auf die in IR definierte Funktion g: x — cosx Ubertragen?
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Sobald die Definition der Periodizitat bekannt ist, kénnen die Schilerinnen und Schuler mithilfe des CAS-
Rechners weitere Funktionen im Hinblick auf Periodizitat untersuchen.

Arbeitsauftrag
Stellen Sie mit dem CAS-Rechner die in R definierte Funktion f:x - sin(3x)+sin(4x) graphisch dar.
a) Welche Periode p hat die Funktion f? Begriinden Sie lhre Antwort anhand des Funktionsterms.

b) Was gilt also fur die Funktionswerte f(x) und f(x+p)? Uberpriifen Sie lhre Antwort, indem Sie die
in R definierte Funktion g:x - f(x+p) graphisch darstellen.

c) Kontrollieren Sie mithilfe des CAS-Rechners die Guiltigkeit der Gleichung f(x)=f(x+p) algebraisch und
korrigieren Sie gegebenenfalls Ihren fir p gefundenen Wert.
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An dieser Stelle bietet es sich an, Periodizitdt auch im Zusammenhang mit dem Ldsen von Gleichungen zu
betrachten, z. B. anhand des einfachen Beispiels sinx =0.
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Einfluss der Anderung von Parametern im Funktionsterm auf den zugehérigen Graphen
Werden gemeinsam mit den Schulerinnen und Schulern Beispiele fur periodische Vorgange aus deren Er-
fahrungswelt zusammengetragen, so wird deutlich, dass Sinus- und Kosinusfunktion im Zusammenhang mit

der Beschreibung von Vorgangen aus Natur und Technik von wesentlicher Bedeutung sind.

Im Unterricht kann ein realer periodischer Vorgang am Beispiel der Schwingung
eines Federpendels untersucht werden. Zunachst beschreiben die Schilerinnen
und Schiler den Schwingungsvorgang méglichst genau in Worten; die eine
Schwingung charakterisierenden GréBen Frequenz, Periodendauer und
Amplitude werden eingefuhrt, Vermutungen hinsichtlich der graphischen Dar-
stellung der Auslenkung in Abhangigkeit von der Zeit angestellt. Um diese Ver-
mutungen zu Uberprifen, kann mithilfe eines CAS-Rechners und einem System
zur Messwerterfassung (vgl. Abbildung) eine Messreihe aufgenommen werden;
die Wertepaare werden in einem Punktdiagramm dargestellt. AnschlieBend wird
ein im selben Koordinatensystem dargestellter Graph der Sinusfunktion so lange
verschoben und verformt, bis der veranderte Graph die Darstellung der Mess-
werte moéglichst gut approximiert.
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Ausgehend vom erhaltenen Funktionsterm kénnen die Schilerinnen und Schiler Funktionen mit Termen
der Form f(x)=a-sin(b-(x+c))+d dahingehend systematisch untersuchen, wie sich eine Anderung der
Parameter auf die zugehorigen Graphen auswirkt. Eine exakte Analyse des aus dem Experiment gewonne-
nen Funktionsterms, insbesondere eine Ermittlung der Frequenz der betrachteten Schwingung, kann nach

dieser Untersuchung erfolgen.

Arbeitsauftrag

a) Erstellen Sie mit dem CAS-Rechner Graphen der in R definierten Funktionenschar fy:x sinx+d mit
de R, indem Sie den Wert des Parameters d unter Verwendung eines geeigneten Werkzeugs variieren.

b) Beschreiben Sie, wie diese Graphen aus dem Graphen der in R definierten Sinusfunktion x — sinx her-

vorgehen.

c) Geben Sie die Wertemenge und die Periode der Funktionenschar an.
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Analog werden Arbeitsauftrage zur Untersuchung der Bedeutung der Parameter a, b und c formuliert. Es
bietet sich an, jeweils zusatzlich den Zusammenhang mit den aus der Jahrgangsstufe 9 bekannten Lage-
und Formveranderungen einer Parabel herzustellen.

Die Bearbeitung der Arbeitsauftrage kédnnte methodisch in Form eines Lernzirkels oder eines Expertenpuz-
zles durchgefuhrt werden. Denkbar ist auch, die Arbeitsauftrage arbeitsteilig in Gruppen bearbeiten zu
lassen; stellen die einzelnen Gruppen ihre jeweiligen Ergebnisse Ubersichtlich auf jeweils einem Plakat zu-
sammen, so kénnen sie die Ergebnisse anschlieBend anhand der Plakate prasentieren.

Zur Festigung der Lerninhalte kénnten die Schilerinnen und Schiler untersuchen, inwieweit sich die ge-
wonnenen Erkenntnisse auf die Kosinusfunktion Ubertragen lassen. AuBerdem bieten die zugelassenen
Lehrbiicher eine Vielzahl von Aufgaben, die an dieser Stelle zur Ubung herangezogen werden kénnen.

Zur Vorbereitung auf die Bearbeitung weiterer realitdtsnaher Aufgaben kénnen Arbeitsauftrage mit fikti-
ven Messwerten dienen, deren Zusammenhang jeweils durch eine Funktion méglichst genau beschrieben
werden soll. Das Anforderungsniveau hangt dabei von der Anzahl gleichzeitig zu andernder Parameter ab.

Arbeitsauftrag

Gegeben sind folgende Messwerte:

X -1,0 ‘ 0.0 ‘ 0,8 ‘ 1,6 ‘ 2,2 ‘ 3,1 ‘ 3,5 ‘ 4,7 ‘ 6,0 ‘ 6,5 ‘ 7,0

y | 18,6 ‘ 6,0 ‘ -4,8 ‘ -9,0 ‘ -6,1 ‘ 5,4 ‘ 11,3 ‘ 21 ‘ 10,2 ‘ 2,8 ‘ -3,9
Gesucht ist zunéchst eine in IR definierte Funktion der Form x i a-sin(b-(x+c))+d, die den Zusammen-
hang der Messwerte x und y mdglichst gut beschreibt.

a) Stellen Sie die Wertepaare mit dem CAS-Rechner in einem Punktdiagramm dar.

b) Stellen Sie eine Vermutung an, wie die Parameterwerte zu wahlen sind, und Uberprifen Sie Ihre Vermu-
tung anschlieBend, indem Sie den Graphen der zugehoérigen Funktion im Punktdiagramm darstellen.
Geben Sie die Wertemenge und die Periode der ermittelten Funktion an.

c) Gibt es noch weitere ebenso geeignete Funktionen der Form x — a-sin(b-(x+c))+d mit Definitionsbe-
reich IR? Stellen Sie eine Vermutung an und Uberprifen Sie diese mithilfe des CAS-Rechners.
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d) Geben Sie nun eine in R definierte Funktion der Form x - a-cos(b-(x+c))+d an, die den Zusammen-
hang der Messwerte x und y mdglichst gut beschreibt.

Vergleichen Sie lhre Lésungen mit der ausliegenden Musterlésung.
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Im Ruckblick auf die einleitende Untersuchung der Schwingung eines Federpendels kénnen nun Lage- und
Formveranderungen der Graphen der Sinus- und Kosinusfunktion im Zusammenhang mit Frequenz, Perio-
dendauer, Amplitude, Startzeitpunkt und Bezugsniveau analysiert werden. AnschlieBend kénnen weitere
Beispiele realer periodischer Vorgédnge anhand von Aufgaben aus den zugelassenen LehrblUchern betrach-
tet werden (z. B. bsv 10, S. 61, Aufgabe 11; delta 10, S. 57, Aufgabe IV; Lambacher Schweizer 10, S. 57, Auf-
gabe 14). Dabei kann es sich gegebenenfalls anbieten, zu einem vorgegebenen Diagramm mit dem CAS-
Rechner ein entsprechendes Punktdiagramm zu erstellen, um einen vorgegebenen Funktionsterm hinsicht-

lich seiner Eignung zur Beschreibung des Kurvenverlaufs zu beurteilen bzw. einen dazu geeigneten Funkti-
onsterm zu ermitteln.
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Vertiefungsmaoglichkeiten

Naherungsweise Bestimmung von Sinus- und Kosinuswerten

Der Frage, wie ein Taschenrechner Sinuswerte ermittelt, kénnen insbesondere leistungsstarkere Schulerin-
nen und Schuler — beispielweise im Rahmen einer Unterrichtsphase mit Binnendifferenzierung — mit fol-
gendem Arbeitsauftrag nachgehen.

Arbeitsauftrag

Mithilfe des Zusammenhangs

1.3 5 7 9 . 2k+1
sinx:x——x—+x——x—+x——...:Z(—1)k- X
TR TRACTRIETIY S5 )

lassen sich durch Beschréankung auf endlich viele Summanden Naherungswerte fiir sinx bestimmen.

a) Machen Sie sich an einfachen Beispielen die Struktur des oben angegebenen Terms mit dem Summen-
zeichen klar. Berechnen Sie anschlieBend mit dem CAS-Rechner unter Verwendung des Summenzei-

chens:
99
P422432 44992 = .= ...
k=1
1+l+1+l+...:z =
2 3 4 =
1+7+—+1+ —i =
2 4 8 =
1-2+3-4+5-6+...= ) ...
k=1
00 K X2k+1
b) Welchen Wert hat die rechte Seite der Gleichung sinx = )" (1) '(2k 1 fur x=07?
= +1)!

c) Die im einleitenden Text angegebene Summe besteht aus unendlich vielen Summanden. Schreiben Sie
die ersten sieben Summanden auf und berechnen Sie fur ein beliebiges x € ]0;1 den Wert der zugeho-
rigen Summe. Vergleichen Sie diesen Wert mit dem Wert, den der CAS-Rechner fiur sinx liefert.

d) Wie viele Summanden sind nétig, um den Wert sin(%rr) auf zehn Dezimalen genau zu bestimmen?

Die fur kleine x-Werte geltende Naherung sinx ~ x kann anhand des folgenden Arbeitsauftrags oder an-
hand von Aufgaben aus den zugelassenen Lehrbiichern (z. B. Fokus 10, S. 38, Aufgabe 17; Lambacher
Schweizer 10, S. 52, Aufgabe 18) untersucht werden.

Arbeitsauftrag
Fur kleine x-Werte gilt die Naherung sinx ~ x..
a) Veranschaulichen Sie die Naherung, indem Sie zwei geeignete Funktionsgraphen zeichnen.

b) Bestimmen Sie alle x-Werte, flur die der absolute Fehler der Naherung kleiner als 0,01 ist.

Zu Aufgabe b sind mithilfe eines CAS-Rechners beispielsweise folgende Lésungswege maoglich:

¢ Betrachten des Graphen der in IR definierten Funktion f:x > sinx—x in einem geeigneten Anzeigebe-
reich

¢ Rechnerisches Losen geeigneter Gleichungen (sinx—x =0,01, sinx—-x=-0,01)




2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Arbeitsauftrag

Betrachten Sie den Graphen der Sinus- oder Kosinusfunktion in einem Abschnitt zwischen zwei benachbar-
ten Schnittpunkten mit der x-Achse und beschreiben Sie diesen Abschnitt ndherungsweise durch eine quad-
ratische Funktion.

Der gesuchte Funktionsterm kann mithilfe des CAS-Rechners durch Verschieben und Verformen des Gra-
phen der in R definierten Funktion x i x? verhaltnismaBig einfach ermittelt werden.

Schwebung

Mithilfe des CAS-Rechners lasst sich veranschaulichen, dass die Addition der Terme von Sinusfunktionen den
Term einer ebenfalls periodischen Funktion liefert. Dies kann am Beispiel einer akustischen Schwebung
hérbar gemacht werden.

Arbeitsauftrag

Uberlagern sich zwei Schallwellen gleicher Amplitude an einem festen Ort, so kann das resultierende Phéa-
nomen mathematisch mithilfe der in R definierten Funktionen f;:t+-sin(bjt) und f,:t+ sin(byt) mit
b;,b, e R erfasst werden. Es ergibt sich eine Schwingung, deren Auslenkung sich durch den Term
f(t)=f(t)+f,(t) beschreiben lasst.

a) Variieren Sie b, sowie b, und beobachten Sie die Auswirkung auf den Graphen von f.

b) Vereinfachen Sie den Term sin[%)-cos(%) mit dem CAS-Rechner. Wenden Sie die resultierende

Beziehung an, um f(t)="f;(t)+f,(t) in ein Produkt zu verwandeln. Welches Produkt ergibt sich fur
b1 = bz ?

Setzen Sie nun by =1,5T und b, =1,45T.
c) Beschreiben Sie fur f;, f, und f jeweils den Verlauf des zugehérigen Graphen.
d) Zeigen Sie mithilfe von Aufgabe b, dass gilt:
f(t) =2-sin(1,4751t)- cos(0,025Tt)
Welche physikalische Bedeutung haben die Faktoren 2, sin(1,4751mt) und cos(0,0251t) ?

e) Eine Schwingung, die durch Uberlagerung zweier Wellen annéhernd gleicher Frequenz an einem festen
Ort entsteht, bezeichnet man als Schwebung. Uberpriifen Sie lhre Uberlegungen zu Aufgabe d in einem
Experiment mit zwei auf die gleiche Frequenz geeichten Stimmgabeln, von denen eine beispielsweise
mit einem Tropfen Wachs versehen ist.

(nach Lambacher Schweizer 10, S. 60 f.)

2.2.3 Exponentielles Wachstum

Vielfaltige Beispiele aus Natur, Technik und Wirtschaft machen den Schulerinnen und Schulern die groBe
Bedeutung von Wachstums- und Abklingprozessen bewusst. Mithilfe des CAS-Rechners lassen sich reale
Vorgange, wie das AbkUhlen heiBBen Tees, verhaltnismaBig einfach durch Exponentialfunktionen modellie-
ren; die Forderung des Verstandnisses fir mathematische Modelle und die Interpretation von Ergebnissen
kénnen betont werden.

Aufbauend auf ihrem Wissen Uber Potenzen erforschen die Schulerinnen und Schiiler verschiedene Expo-
nentialfunktionen und kénnen deren charakteristische Eigenschaften selbstandig entdeckend erarbeiten.
Insbesondere am Verlauf der zugehorigen Funktionsgraphen stellen sie fest, wie sich exponentielles von
linearem Wachstum unterscheidet.
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Im Zusammenhang mit den beschriebenen Vorschlagen zur Unterrichtsgestaltung sowie zur Vertiefung
kommen insbesondere folgende CAS-Grundfertigkeiten zur Anwendung:
¢ Taschenrechner verwenden

¢ Term definieren

¢ Termwert berechnen

¢ Wertetabelle erstellen

¢ Gleichung l6sen

¢ Gleichungssystem 16sen

+ Graph zeichnen, geeigneten Anzeigebereich wahlen

¢ Graphen von Scharfunktionen zeichnen

¢ Punktdiagramm zeichnen

Vorschldage zur Unterrichtsgestaltung

Beispiele fiir exponentiellen Anstieg und exponentielle Abnahme, Abgrenzung des exponentiel-
len Wachstums von linearem Wachstum

Beispielsweise anhand unterschiedlicher Geldanlageméglichkeiten lernen die Schilerinnen und Schiler
exponentielles Wachstum kennen und von linearem Wachstum zu unterscheiden. Einfilhrende Beispiele mit
einfachen Zahlen zu Uberschaubaren Sachzusammenhéangen erleichtern das Verstandnis fur diese Grundla-
gen. Da der CAS-Rechner dabei hauptsachlich wie ein herkdmmlicher Taschenrechner zum Einsatz kommt,
wird im Folgenden nur ein Beispiel vorgestellt. Auch Beispiele fur exponentielle Abnahme kénnen analog
formuliert werden.

Arbeitsauftrag

Betrachtet werden folgende Sparplane.

a)

b)

<)

d)

e)

Sparplan 1: 1300 Euro Startguthaben, 100 Euro jahrliche Zuzahlung
Sparplan 2: 1000 Euro Startguthaben, jahrliche Verzinsung mit einem Zinssatz von 10 %

Erstellen Sie eine Tabelle, die fur jeden Sparplan fur die ersten zehn Jahre das jeweils am Ende eines
Jahres bestehende Guthaben angibt; stellen Sie die Daten graphisch dar.

Beschreiben Sie fur die beiden Sparplane die Entwicklung des Guthabens jeweils durch eine Funktion;
wahlen Sie jeweils einen sinnvollen Definitionsbereich. Vergleichen Sie die zugehérigen Graphen mit
der Darstellung aus Aufgabe a.

Ermitteln Sie, nach wie vielen Jahren das exponentiell wachsende Guthaben das linear wachsende Gut-
haben erstmalig Ubersteigt. Lost man diese Aufgabe mithilfe einer Gleichung, so liefert der CAS-Rechner
zwei verschiedene Lésungen; interpretieren Sie diese anhand einer graphischen Darstellung.

Andern Sie den Zinssatz so, dass das Guthaben nach zehn Jahren fir beide Sparpléne gleich groB ist.

Ermitteln Sie fur den Zinssatz von 10 % ein Startguthaben, das fur beide Sparplane innerhalb von zehn
Jahren zum gleichen Guthaben fuhrt.




Mithilfe der Tabellenkalkulationsfunktion des CAS-Rechners lasst sich Aufgabe a verhaltnismaBig einfach

bearbeiten.
[ 1.1 2 SA) soc AUTO REELL U
Jﬂjahr ‘Eplam Jplan2 TE F
: |
il 0| 1300 1000
2 1 1400]  1100.
3 of - 1s00[ 1210,
4 3| 1ec0| 1331,
5 al 17000 14641 U
6 5| 1800 1610.51
B 6 1900 1771.56
8 7| 20000 194872 I
9 8| 2100 214359
10 o 22000 2357.95
10| 2300] 250374 U

ci1 |=cr011

[ 1.2 [ soc AuTO REELL U

I O
2400 -
] gBe
Q ] a
= 1800 o © B
= 12004 g O
5 10 O planT
600 - O plan2
| k
O T T T T T T T T T T T
0123458678910
jahr

Schon vor der Bearbeitung der Aufgabe b kénnen die grundlegenden Begriffe lineares und exponentielles

2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

W Datei Edit Graph Aktion

(32] & |AC|=|v[eoliinl+[Y

=0 | | 00| =ad] O] OO | 3| B2 2

=CZ«1.1

cz 1188

¥ Edit Ansicht Art Folgen EI

2500- ) ®
+
- * x +
+ 5
i S
+
=
E
' 18
]

Wachstum, Anfangswert und konstanter Zuwachs bzw. Wachstumsfaktor besprochen werden.

Eine Analyse der Wertetabellen erméglicht das Aufstellen der Funktionen zur Beschreibung der beiden

Sparplane:
f,:x+>1300+x-10

f, : x> 1000-1,10%

0; xelNy

’ XEINO

Der CAS-Rechner stellt die zugehdrigen Graphen aus technischen Griinden stetig Gber R dar.
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Im Rahmen der Bearbeitung der Aufgabe c kann die Gleichung f;(x) =f,(x) algebraisch nicht gel6st wer-
den. Mit dem CAS-Rechner lassen sich deren Lésungen jedoch graphisch oder rechnerisch ndherungsweise
ermitteln.
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"sB 2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Da der CAS-Rechner die beiden Lésungen der Gleichung nur numerisch ermitteln kann, wird durch eine
Warnmeldung darauf hingewiesen, dass weitere Loésungen existieren konnen. Die vom CAS-Rechner ausge-
gebene negative Losung lasst sich graphisch erst nach Verdnderung des Anzeigebereichs erkennen; der
Schnittpunkt der Graphen mit negativer x-Koordinate wird dann sichtbar. Stets sollten Ergebnisse des CAS-
Rechners kritisch geprift werden — hier ist die negative Losung im Sachzusammenhang bedeutungslos.

Auch anhand der Aufgaben d und e erfahren die Schulerinnen und Schuler das Aufstellen einer Gleichung
sowie das Interpretieren der zugehoérigen Losungen als geeignete Losungsstrategie.

L2 8] 1.4 | BoG AUTO REELL U M Edit Aktion Intersktiv i
solvel 1300+100-10=100021° 2 a N O e T L R T Y
L L Solvel 1300+ B0 1 0= 1 D06 [~
- = - = 1 1
231010 10 23191010 2318 oo 18
a= ora= = -
10 10 L L
( o) 1a 18 1 18
solvel1300+100-10=1000-a "~,a solve ! 1 300+1 681 6=1066:%:
a=-1.08686 or 2=1.08686 {a=-1.B86857943, a=1. 826,
solvelc+lB@=18=cx1, 116,
solvele+100-10=¢-(1.1)10 ) ¢=627.454 U {c=£27.4539428}
’ O
1/6
-

Alaeb Dezimal Real Bog om

Modellierung von Wachstums- und Abklingprozessen
Die Entwicklung der Weltbevoélkerung bietet Anknipfungspunkte fir die Modellierung von Vorgadngen mit
linearem oder exponentiellem Wachstum.

Arbeitsauftrag

Ende des Jahres 2007 bestand die Weltbevolkerung aus etwa
6,7 Milliarden Menschen. Um das Jahr 950 gab es Schatzungen zu-
folge weltweit etwa 300 Millionen Menschen.

a) Ermitteln Sie aus den gegebenen Daten eine Wachstumsfunktion
mit einem Funktionsterm der Form N(x)=c-a*, die die Entwick-
lung der Anzahl der auf der Erde lebenden Menschen in Ab-
hangigkeit von der Zeit x ndherungsweise beschreibt. Dabei
soll x die seit Christi Geburt vergangene Zeit in Jahren sein.

b) Uberprifen Sie die ermittelte Wachstumsfunktion mithilfe der gegebenen Daten und berechnen
Sie, um wie viele Menschen die Weltbevdlkerung nach diesem Modell seit Ende des Jahres 2007 zu-
genommen hat.

c) In welchem Jahr lebte nach dem ermittelten Modell ein einziges Menschenpaar?

d) Stellen Sie die ermittelte Wachstumsfunktion fir die folgenden Zeitraume jeweils graphisch dar
und beschreiben Sie vergleichend die jeweiligen Formen der Graphen:

T, =[0;2000] T, =[1800;2000] T; =[1990;2000]

e) Ermitteln Sie den Term einer linearen Funktion, mit der sich das exponentielle Wachstum im Zeitraum Ts
moglichst gut ndherungsweise beschreiben lasst; veranschaulichen Sie die Naherung graphisch. Bestim-
men Sie anhand des Terms der linearen Funktion die jahrliche Zunahme der Anzahl der auf der Erde
lebenden Menschen.
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Eine Uberprifung der zu Aufgabe a ermittelten Wachstumsfunktion im Rahmen der Bearbeitung der Auf-
gabe b ist sinnvoll, da so erkannt werden kann, ob der Wachstumsfaktor moéglicherweise zu grob gerundet
wurde.

JERIE "hfeltbevblkerung w o x| [ % Edit Aktion Interaktiv
solve[.'rﬁ ?-109=c-a2007 and 3-108=c-a%c| c\.l “ Ih 2 EAAT LiziAd
T o solvel 6. THIE™I=cH " Z0E k&
¢=18395946 .34 and a=1.002942903 32942903, c=15395946, 34
. , v« Fert Define nixI=13395945. 34+,
nlx):=18395946.34-11.002942903)F ertig done
[ N ISE )
nl950) 299999981.8 299999981 . 8
[ 1 nC 2887
nl2007:l 7 7 6699990139, EAST9E9] 41
nl2011)-n(2007] 79218633.05 e 211 —nC2EET
TOZ218633.87
¥ |
5/99
-
Alaeb Dezimal FReal Bog gn

Die Bearbeitung der Aufgabe c erfordert die Losung der Exponentialgleichung n(x) =2. Wurde der Loga-
rithmus noch nicht eingefiihrt, kann die Gleichung mit dem CAS-Rechner graphisch oder rechnerisch geldst
werden. Graphisch erhalt man ndherungsweise das Jahr 5400 v. Chr., rechnerisch das Jahr 5457 v. Chr.
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ey i EE W
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E
Bog Real ool
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-
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"sB 2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Eine genaue Betrachtung des Verlaufs des Graphen der Exponentialfunktion im Rahmen der Aufgaben d
und e zeigt, dass sich dieser abschnittsweise in guter Naherung durch eine lineare Funktion beschreiben

lasst.
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a 2E43
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Um den Term der gesuchten linearen Funktion zu ermitteln, kénnen z. B. die Werte N(x) an den Grenzen
des Zeitraums T; verwendet werden. Der CAS-Rechner liefert die Losung des aus dem Ansatz y =mx+t
resultierenden Gleichungssystems. Unter Verwendung der Zoomfunktion lasst sich zeigen, dass der Graph
der linearen Funktion im Zeitraum T; mit dem Graphen der Exponentialfunktion nahezu tUbereinstimmt.

af 1.1 |-].) #jeltbevilkerung w e x| [ % Edit Aktion Interaktiv
— =
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Die beiden folgenden offen formulierten Arbeitsauftrage zum Wachstum der Weltbevélkerung eignen sich
besonders zur Bearbeitung in Gruppen. Die mithilfe des CAS-Rechners ermittelten Ergebnisse kénnen an-
schlieBend prasentiert werden.

Arbeitsauftrag

Modellieren Sie das Wachstum der Weltbevolkerung durch eine Exponentialfunktion. Schatzen Sie ab,
wann samtliche Kontinente der Erde nach diesem Modell lickenlos von Menschen besiedelt waren.




"sB 2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Arbeitsauftrag ¢ 8000
2 7000
Die Abbildung zeigt die Entwicklung der Weltbe- .2 6000
volkerung in den letzten 3000 Jahren. S 5000
£ 4000
Modellieren Sie das Bevélkerungswachstum je- 23000
weils in einem geeigneten Zeitraum durch eine ?)2000 }
lineare Funktion und eine Exponentialfunktion. = 1000 »
> 0
[}
L] -1000 -500 0 500 1000 1500 2000

Jahr

Auch eine von den Schulerinnen und Schulern durchgefihrte Recherche im Internet kann als Grundlage fir
selbstandiges, CAS-gestitztes Modellieren von Wachstumsvorgéangen dienen.

CAS-Rechner erlauben eine mobile Datenerfassung; einige Modelle lassen sich direkt mit einem Tempera-
tursensor verbinden. Erfasste Daten konnen rechnerisch bearbeitet werden.

Arbeitsauftrag
Das AbkUhlen heiBen Tees soll durch ein mathematisches Modell beschrieben werden.

a) Fullen Sie heiBen Tee in eine Tasse und messen Sie in geeignet gewahlten Zeitabstanden dessen Tempe-
ratur, bis diese annahernd mit der Raumtemperatur Ubereinstimmt.

b) Stellen Sie die Daten mit dem CAS-Rechner tabellarisch und graphisch dar.

c) Beschreiben Sie den Temperaturverlauf moglichst genau durch eine Funktion f mit einem Term der
Form f(x)=c+b-a*, wobei x die seit dem Einflllen des Tees vergangene Zeit in Minuten und f(x) die
zugehorige Temperatur in °C ist. Welche physikalische Bedeutung haben die Parameter b und c?

d) Vergleichen Sie fur ausgewahlte Zeitpunkte Modell und Realitat. Wie entwickelt sich die Temperatur im
Modell insbesondere fur lange Wartezeiten?

In dhnlicher Weise kédnnen das Erwarmen von Eiswasser mit Eiswirfeln, das Erwdrmen eines in der Sonne
liegenden schwarzen Koérpers oder das Zerfallen von Bierschaum untersucht werden.

Allgemeine Exponentialfunktion

Die Schulerinnen und Schiler missen in der Lage sein, Funktionsgraphen auch manuell exakt zu zeichnen.
Deshalb sollten sie nach der Einfihrung der in IR definierten allgemeinen Exponentialfunktion f:x — a*
mit aeR* fir ausgewahlte Werte von a jeweils manuell eine Wertetabelle erstellen und den zugehérigen
Graphen zeichnen. AnschlieBend kénnen sie in Gruppen mithilfe des CAS-Rechners die mathematischen
Eigenschaften der Funktion in Abhangigkeit von der Basis selbstédndig entdeckend untersuchen. Die bei-
spielsweise auf einem Plakat oder einer Folie festgehaltenen Erkenntnisse kénnen dann prasentiert wer-
den. Wird dabei der Bildschirminhalt eines CAS-Rechners projiziert, kdnnen im Rahmen der gemeinsamen
Diskussion Vermutungen anhand geeigneter Graphen unmittelbar Uberpruft und falls nétig korrigiert wer-
den.

Arbeitsauftrag

Gegeben ist die in IR definierte Schar von Exponentialfunktionen f, : x — a* mit a<R". Der Graph von f,
wird mit G, bezeichnet.

a) Stellen Sie Gy, G;, Gs, G% und G% mit dem CAS-Rechner graphisch dar.
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b) Beantworten Sie folgende Fragen; zeichnen Sie dazu falls nétig weitere Graphen. Gestalten Sie ein
Ubersichtliches Plakat, das die Gemeinsamkeiten der Graphen verdeutlicht.
¢ In welchen Quadranten verlaufen die Graphen?
¢ Wo liegen die Schnittpunkte der Graphen mit den Koordinatenachsen?
¢ Welche Punkte haben alle Graphen gemeinsam?
¢ Welches Steigungsverhalten zeigen die Graphen?
¢ Wie verhalten sich die Funktionen fiur sehr gro8e und sehr kleine x-Werte?
¢ Welche Wertemenge haben die Funktionen?
¢ Zeigen die Graphen eine Symmetrie?
¢ Gibt es Graphen, die zueinander symmetrisch sind?

Der CAS-Rechner dient den Schilerinnen und Schillern zum Zeichnen der Graphen sowie zur Durchfihrung
moglicherweise hilfreicher Berechnungen.
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Zum Zeichnen weiterer Graphen bietet sich eine Verwendung der von den CAS-Rechnern bereitgestellten
Werkzeuge an, mit deren Hilfe sich Parameterwerte auf einfache Weise variieren lassen.
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2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

2.2.4 Graphen ganzrationaler Funktionen

Aufbauend auf ihrem bisherigen Wissen tUber Funktionen untersuchen die Schulerinnen und Schiler ganz-
rationale Funktionen. Sie ermitteln Lage und Art von Nullstellen sowie das Verhalten der Funktionen an
den Randern des Definitionsbereichs; dabei soll die Anschauung im Vordergrund stehen. Beim Eintben
manueller Fertigkeiten, wie dem Skizzieren eines Graphen unter Berucksichtigung der wesentlichen Eigen-
schaften der zugehérigen Funktion, kann der CAS-Rechner als Kontrollinstrument dienen.

Im Zusammenhang mit dem Lehrplanabschnitt ,M 10.5.2 Vertiefen der Funktionenlehre” werden die ge-
wonnenen Erkenntnisse vertieft. Mithilfe des CAS-Rechners kénnen die Schiilerinnen und Schuler den Ein-
fluss der Anderung von Parametern im Funktionsterm auf den Graphen einer ganzrationalen Funktion
selbstandig entdeckend untersuchen.

Im Zusammenhang mit den beschriebenen Vorschlagen zur Unterrichtsgestaltung sowie zur Vertiefung
kommen insbesondere folgende CAS-Grundfertigkeiten zur Anwendung:

¢ Term definieren

¢ Termwert berechnen

¢ Term faktorisieren

¢ Wertetabelle erstellen

¢ Gleichung l6sen

¢ Graph zeichnen, geeigneten Anzeigebereich wahlen

¢ Graphen von Scharfunktionen zeichnen

Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten

Die Schilerinnen und Schiler kénnen die wesentlichen Eigenschaften von Potenzfunktionen mit naturli-
chen Exponenten mithilfe des CAS-Rechners selbstéandig erarbeiten. Eine systematische Untersuchung von
Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten kann spater im Zusammenhang mit dem Lehrplanab-
schnitt ,M 10.5.2 Vertiefen der Funktionenlehre” erfolgen.

Arbeitsauftrag

Untersuchen Sie mithilfe des CAS-Rechners die Graphen der in R definierten Funktionen f: x> x" mit
neIN bezuglich folgender Eigenschaften:

¢ Definitions- und Wertemenge

¢ Nullstellen

¢ Symmetrie

+ Steigungsverhalten

¢ Gemeinsame Punkte
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Fur die Untersuchung empfiehlt sich die Verwendung der von den CAS-Rechnern bereitgestellten Werk-
zeuge, mit deren Hilfe sich Parameterwerte auf einfache Weise variieren lassen.
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Arbeitsauftrag

Gegeben ist die in IR definierte Schar von Funktionen f,:x+— a-x" mit acRR und neIN. Untersuchen Sie
den Einfluss des Parameters a auf den Verlauf des Graphen von f,.

Welche Eigenschaften der Graphen der in R definierten Funktionen f: x> x" mit neIN bleiben unabhén-
gig von a erhalten, welche Eigenschaften &ndern sich?




"sB 2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung
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Verhalten an den Riandern des Definitionsbereichs

Arbeitsauftrag

Untersuchen Sie das Verhalten folgender in IR definierter Funktionen fur sehr groBe und sehr kleine
x-Werte, d. h. fir x - 40 und x - -0

fixio x3—2x% -5x+2 g:x 2x*—4x3-8x% +5 h:xis x> —3x% +4x-4
x> 4xt-2x8+4 jix e —2x3 - x?
Wie verhalt sich allgemein eine in IR definierte ganzrationale Funktion

fixo ax"+a, X" +...+aXx+a, mit ag,....a, R

far sehr groBe und sehr kleine x-Werte?

Fur die Bearbeitung dieses Arbeitsauftrags mithilfe des CAS-Rechners haben die Schulerinnen und Schuler
verschiedene Maoglichkeiten.
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# Berechnen geeigneter Funktionswerte
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+ Erstellen einer Wertetabelle
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¢ Darstellen des Verlaufs des zugehdrigen Graphen fur sehr groBBe und sehr kleine x-Werte
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"sB 2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Die aus der Bearbeitung des Arbeitsauftrags gewonnene Erkenntnis, dass der Term mit dem gréBten Expo-
nenten im Term einer ganzrationalen Funktion deren Verhalten fir x — 400 und x — -0 bestimmt, lasst
sich mithilfe des CAS-Rechners anschaulich Uberprifen und begrinden. Dazu kann beispielsweise der Ver-
lauf des Graphen der Funktion f fur kleine und groB3e Werte von |x| mit dem Verlauf des Graphen der in IR
definierten Funktion k: x > x3 verglichen werden.
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[
21.24 Ty |
B(x:l=k(x:l,'
i
1
r

-4, 31 0.5 871
-5
x
» N
i -s
| |
Gra FReal o
1.2 | 1.3 I 1.4 | Randverhalten w ] x| W Edit 2oom Analvse # [
11647 Ty K vl FRR e R [ S5 4
[ 200, 8E+6 ) v [SE6
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x
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Fur groBe Werte von |x| stimmen die Graphen von f und k ndherungsweise tiberein. Damit entspricht das

Verhalten von f fur sehr groBe und sehr kleine x-Werte dem Verhalten von k; es gilt die Naherung
f(x)=x*-2x? -5x+2~ x> =k(x) . Der relative Fehler r(x):Mz—g—%Jri dieser Naherung
k(x) x x2 X3

geht fur x — +o und x — — gegen null. Dies lasst sich mithilfe des CAS-Rechners verdeutlichen.
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AnschlieBend kann die Bedeutung des Terms mit dem groBten Exponenten im Term einer ganzrationalen

Funktion fur deren Verhalten an den Randern des Definitionsbereichs am Beispiel von f durch Ausklam-
mern bestatigt werden:

f(x):x3 ~(1—E—%+%]
X x° X
Verlauf eines Graphen in der Umgebung von Nullstellen
Im Lehrplanabschnitt ,M 10.5.1 Graphen ganzrationaler Funktionen” wird im Zusammenhang mit der Er-
mittlung von Nullstellen beispielhaft die Polynomdivision als mégliches Verfahren genannt. Mit dem CAS-
Rechner kénnen die Bestimmung von Nullstellen einer ganzrationalen Funktion sowie die Zerlegung des
zugehorigen Funktionsterms in Linearfaktoren verhaltnismaBig einfach durchgeftihrt werden.
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2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Arbeitsauftrag

Gegeben ist die in R definierte Schar ganzrationaler Funktionen f, : x > (x—3)" mit neIN.

a) Untersuchen Sie den Verlauf des Graphen von f, in der Umgebung der Nullstelle x =3 in Abhangigkeit

vom Exponenten n.

Gegeben ist weiterhin die in R definierte Schar ganzrationaler Funktionen g, : x > h(x)-(x-3)" mit neIN.
Dabei ist h(x) der Term einer beliebigen in IR definierten ganzrationalen Funktion h mit h(3)=0.

b) Untersuchen Sie den Verlauf des Graphen von g,, in der Umgebung der Nullstelle x =3 in Abhangigkeit

von n.

Mit dem CAS-Rechner kénnen die Schilerinnen und Schiler selbstandig beispielhafte Graphen erstellen,
um den Zusammenhang zwischen der Vielfachheit einer Nullstelle einer Funktion und dem Verlauf des
zugehorigen Graphen zu untersuchen.

1.1 | BOG AUTO REELL i
3 }l
n= 3,
1 10,
f1(c)=lx-3)"
.5 X
)
1.1 | BOG AUTO REELL i

0.5

lx)={e-3)"

W Edit Zoom Analyse #  [FH

[tx—22"8 |
Eog FReal 11|

¥ Edit Zoom Analvse +  [X]

[Ex—32~8] |
Eog Real ]

Die Schulerinnen und Schiiler erkennen, dass bei ungeraden Exponenten jeweils eine Nullstelle mit Vorzei-
chenwechsel, bei geraden Exponenten jeweils eine Nullstelle ohne Vorzeichenwechsel vorliegt. Eine ent-
sprechende Regel kann mithilfe von Vorzeichentabellen begriindet werden.
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Ein zusatzlicher Faktor in der Form eines Polynoms h(x) mit h(3)=0 beeinflusst diese Eigenschaft nicht.
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Mithilfe der Nullstellen, ihrer Vielfachheit und des Verhaltens fur x — 400 und x — —o0 lasst sich der Graph
einer ganzrationalen Funktion skizzieren. AuBerdem kann man aus den Nullstellen, ihrer Vielfachheit und
einem Punkt auf dem Graphen den Term einer ganzrationalen Funktion bestimmen. Die zugelassenen
Lehrbicher bieten zu beiden Varianten eine Vielzahl geeigneter Aufgaben.

Arbeitsauftrag

Gegeben ist die in IR definierte Schar ganzrationaler Funktionen f : x> x> —kx? + 4kx mit k €R. Bestim-
men Sie die Nullstellen von ;i sowie ihre jeweilige Vielfachheit in Abhangigkeit von k.

Eine Betrachtung des Graphen von f; fir verschiedene Werte von k liefert einen Uberblick tiber die Anzahl
der Nullstellen und deren Vielfachheiten.
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2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung
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AnschlieBend zeigt man rechnerisch mithilfe des CAS-Rechners: fi besitzt fur

¢ k <0 drei einfache Nullstellen;

¢ k=0 eine dreifache Nullstelle in x=0;

¢ 0 <k <16 eine einfache Nullstelle in x

=0;

¢ k=16 eine einfache Nullstelle in x =0 und eine doppelte Nullstelle in x=8;

¢ k > 16 drei einfache Nullstellen.
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"sB 2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

2.2.5 Vertiefen der Funktionenlehre

Bisher haben die Schilerinnen und Schuler ganzrationale, einfache gebrochen-rationale und trigonometri-
sche Funktionen sowie Exponentialfunktionen kennen gelernt. Im Rahmen der Behandlung des Lehrplan-
abschnitts ,,M 10.5.2 Vertiefen der Funktionenlehre” wiederholen sie Grundbegriffe und analysieren vertie-
fend verschiedene Eigenschaften ausgewahlter Graphen. Dabei ermitteln sie beispielsweise Nullstellen von
Funktionen und wiederholen Techniken zur Lésung von Gleichungen. Die Schilerinnen und Schuler Uben,
den Verlauf von Graphen unter Verwendung der entsprechenden Fachbegriffe (z. B. Steigen und Fallen) zu
beschreiben. Die Symmetrie bezlglich der y-Achse oder des Koordinatenursprungs wird genauer betrach-
tet.

Anhand des unterschiedlichen Verhaltens von Funktionen an den Randern ihres jeweiligen Definitionsbe-
reichs gewinnen die Schulerinnen und Schuler aus der Anschauung heraus einen Grenzwertbegriff fur
x = oo und verwenden erstmals systematisch die Grenzwertschreibweise. Die Behandlung des Grenzwert-
begriffs soll mit den bekannten Funktionstypen und deren Eigenschaften vernetzt werden.

In Analogie zum Vorgehen etwa bei quadratischen oder trigonometrischen Funktionen kénnen die Schile-
rinnen und Schiler auch far andere Funktionstypen untersuchen, wie sich Verdnderungen des Funktions-
terms auf den Kurvenverlauf auswirken.

Der Einsatz des CAS-Rechners dient insbesondere der Veranschaulichung. So kénnen bei der Untersuchung
von Funktionen verschiedene Darstellungsformen (Funktionsterm, Wertetabelle, Funktionsgraph) parallel
betrachtet werden; Graphen lassen sich in unterschiedlichen Bereichen und MaBstaben darstellen. Der Ein-
fluss der Anderung von Parametern im Funktionsterm auf den zugehérigen Graphen kann dynamisch ver-
anschaulicht werden. Da insbesondere bei der manuellen Bestimmung von Grenzwerten Ergebnisse mithilfe
des CAS-Rechners kontrolliert werden kénnen, ergeben sich vielfaltige Moglichkeiten zu selbstandig entde-
ckendem Lernen und zur Binnendifferenzierung.

Vertiefend kann die Symmetrie eines Graphen bezlglich einer Parallele zur y-Achse oder eines beliebigen
Punkts anschaulich auf die Symmetrie beztglich der y-Achse bzw. des Koordinatenursprungs zurtickgefuhrt
werden (vgl. ,Vertiefungsméglichkeit”).

Im Zusammenhang mit den beschriebenen Vorschldgen zur Unterrichtsgestaltung sowie zur Vertiefung
kommen insbesondere folgende CAS-Grundfertigkeiten zur Anwendung:

¢ Term definieren

¢ Termwert berechnen

¢ Terme vergleichen

¢ Wertetabelle erstellen

¢ Grenzwert berechnen

¢ Gleichung l6sen

¢ Graph zeichnen, geeigneten Anzeigebereich wahlen

¢ Graphen von Scharfunktionen zeichnen

Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Uberblick iiber die bisher bekannten Funktionstypen

Die Schulerinnen und Schuler kdnnen arbeitsteilig in Gruppen mithilfe des CAS-Rechners die wesentlichen
Eigenschaften der bisher bekannten Funktionstypen wiederholend erarbeiten und auf jeweils einem Plakat
Ubersichtlich zusammenstellen (vgl. z. B. Fokus 10, S. 152 f.; Lambacher Schweizer 10, S. 146 f.).

¢ Gruppe 1: Lineare Funktionen

¢ Gruppe 2: Quadratische Funktionen

¢ Gruppe 3: Potenzfunktionen mit naturlichen Exponenten

¢ Gruppe 4: Ganzrationale Funktionen
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¢ Gruppe 5: Einfache gebrochen-rationale Funktionen
¢ Gruppe 6: Trigonometrische Funktionen
+ Gruppe 7: Exponentialfunktionen

AnschlieBend kénnen neue Gruppen gebildet werden; jede neue Gruppe besteht aus jeweils einem Mit-
glied der urspriinglichen Gruppen. In jeder neuen Gruppe kann so eine Schilerin oder ein Schiler als Exper-
tin bzw. Experte fir einen Funktionstyp die erarbeiteten Eigenschaften anhand des entsprechenden Plakats
prasentieren. Die neu gebildeten Gruppen wechseln dazu in geeignet festgelegten Zeitabstdnden von Pla-
kat zu Plakat. Auch zur Prasentation der Ergebnisse kann der CAS-Rechner als Hilfsmittel verwendet wer-
den. Die Plakate kénnen spater auch als Grundlage fur die weitere Arbeit genutzt werden.

Zur Festigung der Lerninhalte kénnen die urspriinglichen Gruppen jeweils einige Arbeitsauftrage zum je-
weiligen Funktionstyp erstellen (z. B. Zuordnung passender Funktionsterme zu einem vorgegebenen Gra-
phen oder umgekehrt). Die Arbeitsauftrage kénnen dann zusammengefasst von allen Schilerinnen und
Schulern bearbeitet werden — in Einzel- oder Gruppenarbeit oder gemeinsam im Unterrichtsgesprach. Der
CAS-Rechner kann dabei zur Kontrolle der Ergebnisse genutzt werden.

Arbeitsauftrag

Welche der folgenden Funktionsterme passen zu dem abgebildeten Graphen? Kreuzen Sie an und begrin-
den Sie jeweils Ihre Entscheidung.

O f(x)=1x-2 O f(x)=-1x-2 Nid
O f3(x)=2+3x O fy(x)=2-3x :
O f5(x)=2-2x O fs(x)=-2x-2 5 5 ho 3 ~ ¢ 7 X
O HM=-3x-4) O f)=-f(ra) )

Vertiefend kénnen im Sinne experimentellen, entdeckenden Arbeitens vorgegebene Abbildungen mit dem
CAS-Rechner erzeugt werden.

Arbeitsauftrag
a) Die Abbildung zeigt den Graphen einer ganzrationalen Funkti- y
on vierten Grades. Beschreiben Sie seinen Verlauf und stellen /" \ 2 / \
Sie ihn mit dem CAS-Rechner so genau wie méglich dar. 1
\ X
4 B -2 10 2 4
=1
I/ N \\
| - |
b) Stellen Sie die abgebildete Figur, die ausschlieBlich aus Parabel- v
abschnitten zusammengesetzt ist, mit dem CAS-Rechner so ge- 4
nau wie méglich dar. 3
2
[l /
X
B - 2 3 4 5
21




"sB 2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Der in Aufgabe a abgebildete Graph gehort zu der in IR definierten Funktion f:x— —%x“ +x2. Die Abbil-

dung zu Aufgabe b ist aus den Graphen der folgenden Funktionen zusammengesetzt:

fiix —(x+2)-x; =2<x<0 fix (x+2)-x; —2<x<0
f3ix —x-(x-2); 0<x<2 fa x> x(x-2); 0<x<2
fs x> —(x+2)(x-2); -2<x<1 fe: x> —(x-2)-(x-6); 2<x<5

Bei der Bearbeitung dieses Arbeitsauftrags dient der CAS-Rechner zur selbstdndigen Kontrolle von L6-
sungsansatzen, die bestatigt, korrigiert oder verworfen werden kénnen.

Symmetrie beziiglich y-Achse oder Koordinatenursprung

Am Beispiel von Potenzfunktionen mit natlrlichen Exponenten kénnen grundlegende Kenntnisse, Fahig-
keiten und Fertigkeiten im Zusammenhang mit der Symmetrie eines Graphen bezlglich der y-Achse oder
des Koordinatenursprungs wiederholt bzw. erarbeitet werden. Das beschriebene Vorgehen kann dann auf
die anderen bekannten Funktionstypen Ubertragen werden.

Arbeitsauftrag
Gegeben ist die Funktion f:x — x*> mit Definitionsbereich RR.

a) Zeichnen Sie den Graphen von f und kennzeichnen Sie darauf den Punkt P, der die x-Koordinate 2 be-
sitzt.

b) Konstruieren Sie den Punkt P’, der bei Spiegelung von P an der y-Achse entsteht. Geben Sie die Koordi-
naten von P’ an und beschreiben Sie den Zusammenhang zwischen den Koordinaten von P und P’.

c) Welcher Zusammenhang besteht allgemein zwischen den Koordinaten zweier beziglich der y-Achse
symmetrischer Punkte P(x|f(x)) und P'(x'| f(x'))? Geben Sie in Symbolschreibweise eine Bedingung
daflr an, dass der Graph einer Funktion f symmetrisch bezulglich der y-Achse ist.

d) Geben Sie weitere Funktionen an, deren Graphen achsensymmetrisch bezuglich der y-Achse sind.

Stellen Sie ausgehend von einer geeigneten Funktion analoge Uberlegungen fir Funktionen an, deren
Graphen symmetrisch beztglich des Koordinatenursprungs sind.

Der CAS-Rechner ermdglicht eine dynamische Veranschaulichung der Bedingung f(-x)=f(x). Die Kon-
struktion des Punkts P’ muss dabei nur einmal vorgenommen werden; bei einer Anderung des Punkts P
bleibt die Konstruktion ebenso erhalten wie bei einer Anderung des Funktionsterms.
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Mithilfe des CAS-Rechners kann die fur die Punkte P und P’entdeckte Eigenschaft f(-x)=f(x) anhand
weiterer Punkte Gberprift und anschlieBend allgemein bestatigt werden.

11112 (» Achsensymmetrie w ﬂn | W Edit Aktion Interaktiv (X
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Verhalten an den Riandern des Definitionsbereichs

Einleitend kénnen in Gruppen - arbeitsgleich oder arbeitsteilig — einige Funktionen mit Termen angemes-
sener Komplexitat hinsichtlich ihres Verhaltens fur sehr groBe x-Werte untersucht werden. Dazu werden
Wertetabellen, Funktionsgraphen und Funktionsterme betrachtet.

Arbeitsauftrag
Gegeben sind folgende Funktionen mit jeweils maximalem Definitionsbereich:

— 2 a—
2x -1 g:x—2-0,5% hixis 2 iix—3-2% j:x»—>ﬂ k:x+—-107%
X

fixe
Das Verhalten der Funktionen fur sehr groBBe x-Werte, d. h. fur x — +x, soll jeweils anhand folgender Auf-
gabenstellung untersucht werden.

a) Erstellen Sie eine geeignete Wertetabelle. Welches Verhalten der Funktion vermuten Sie fur sehr groBBe
x-Werte?

b) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion. Bestatigt sich IThre Vermutung aus Aufgabe a? Geben Sie falls
moglich die Gleichung einer Geraden an, der sich der Graph néhert.

c) Machen Sie das Verhalten der Funktion fur sehr groBe x-Werte anhand des Funktionsterms plausibel.

Der CAS-Rechner bietet bei der Bearbeitung des Arbeitsauftrags wertvolle Unterstitzung. So sich lasst bei-
spielsweise graphisch veranschaulichen, dass die Funktionswerte von f jede vorgegebene Abweichung von 2
ab einem bestimmten x-Wert durchgehend unterschreiten.




2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung
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AuBerdem kann beispielsweise fur die Funktion h zu jeder vorgegebenen Zahl derjenige x-Wert berechnet
werden, ab dem die vorgegebene Zahl von allen Funktionswerten tberschritten wird.
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Im Anschluss an die Prasentation der Ergebnisse werden diese systematisch Gberprift; die wesentlichen
Fachbegriffe wie ,konvergent” und , divergent” sowie die Grenzwertschreibweise werden eingefihrt.

Eine anschauliche Entwicklung des Grenzwertbegriffs schlieBt die beispielhafte Bearbeitung von Aufgaben
nicht aus, die den Abstand zwischen Funktionswert und Grenzwert thematisieren. Ein systematisches Einu-
ben von Betragsungleichungen entspricht dabei jedoch nicht der Intention des Lehrplans; nicht eine forma-
le Definition, sondern ihre Aussage, die am asymptotischen Verlauf von Funktionsgraphen deutlich wird,
soll im Vordergrund stehen.
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Arbeitsauftrag

Gegeben sind folgende Funktionen mit jeweils maximalem Definitionsbereich:

. 1 . 1 . X i 1\%
1‘.XHX—2 g.XHF h:x—0,5 |.xn—>(§)
Das Verhalten der Funktionen fir x — +oo soll jeweils anhand folgender Aufgabenstellung untersucht wer-
den.

a) Stellen Sie den Graphen der Funktion mit dem CAS-Rechner dar. Welchen Grenzwert a der Funktion
vermuten Sie fUr x — +00 ?

b) Wahlen Sie eine geeignete Zahl € R und stellen Sie zusatzlich die Geraden mit den Gleichungen
y=a+¢ und y=a-¢ gestrichelt dar. Ermitteln Sie nun eine Stelle s auf der x-Achse, sodass alle Gra-
phenpunkte mit x >s zwischen den beiden Geraden liegen. Was gilt fur die Funktionswerte fir x >s?
Begrunden Sie anhand des Funktionsterms, dass dies tatsachlich fur alle x > s gilt.

c) Verkleinern Sie nun den Abstand der beiden Geraden und ermitteln Sie erneut einen geeigneten Wert
fars.

d) Begrinden Sie anhand des Funktionsterms, dass die Funktionswerte jede vorgegebene Abweichung ¢
von a ab einem bestimmten x-Wert durchgehend unterschreiten.

Beschreiben Sie allgemein, wie man zeigen kann, dass eine Funktion fir x — —o den Grenzwert a besitzt.
Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionen f und g fir x — —0.

Aspekte einer anschaulichen Grenzwertdefinition werden auch im Rahmen des folgenden Arbeitsauftrags
mit weiteren Inhalten des Lehrplanabschnitts ,M 10.5.2 Vertiefen der Funktionenlehre”, wie dem Beschrei-
ben des Verlaufs von Graphen unter Verwendung der entsprechenden Fachbegriffe, verbunden.

Arbeitsauftrag
Gegeben sind folgende Funktionen mit jeweils maximalem Definitionsbereich:
frx x? g:xx3 h:x 2 iix— 3"

Das Verhalten der Funktionen fir x — +oo soll jeweils anhand folgender Aufgabenstellung untersucht wer-
den.

a) Stellen Sie den Graphen der Funktion mit dem CAS-Rechner dar. Welches Verhalten der Funktion ver-
muten Sie flr x > +0 ?

b) Wahlen Sie eine geeignete Zahl aelR und stellen Sie zusatzlich die Gerade mit der Gleichung y=a
gestrichelt dar. Ermitteln Sie nun eine Stelle s auf der x-Achse, sodass alle Graphenpunkte mit x>s
oberhalb der Geraden liegen. Was gilt fur die Funktionswerte fir x >s? Begrinden Sie anhand des
Funktionsterms, dass dies tatsachlich fur alle x > s gilt.

c) VergréBern Sie nun die Zahl a und ermitteln Sie erneut einen geeigneten Wert fur s.

d) Begrunden Sie anhand des Funktionsterms, dass es zu jeder vorgegebenen Zahl a einen x-Wert gibt, ab
dem die vorgegebene Zahl von allen Funktionswerten tberschritten wird.

Beschreiben Sie allgemein, wann eine Funktion flr x — +o0 den Grenzwert —o besitzt. Untersuchen Sie das
Verhalten der Funktionen fur x — —oo.




"sB 2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung
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Um zur Bestimmung von Grenzwerten auf das bekannte Grenzverhalten grundlegender Funktionen zu-
rackgreifen zu kénnen, ist es hilfreich, die Grenzwerte

. . . 1 .
lim a, lim x", lim — und lim a*
X—>to X—>1o0 X—>towo xn X—>to0

mit den notwendigen Fallunterscheidungen zusammenfassend festzuhalten.

Sinus- und Kosinusfunktion bieten weitere Moglichkeiten, den auf anschauliche Weise gewonnenen
Grenzwertbegriff zu festigen.

Arbeitsauftrag
Entscheiden Sie, ob die Aussage wahr oder falsch ist. Begriinden Sie lhre Entscheidung.

a) Sinus- und Kosinusfunktion nehmen an unendlich vielen Stellen den Funktionswert 0 an. Da die Funkti-

onswerte auBerdem nie weiter als 1 vom Wert 0 abweichen, gilt lim sinx=0 und lim cosx=0.
X—>*o0 X—>Foo

b) Die Funktion f: x> "% mit Definitionsbereich IR\{0} konvergiert fir x — +o gegen 0.
X

c) Die Funktion f: x> 2*.cosx mit Definitionsbereich R konvergiert fir x — +o gegen 0.

Zur Ermittlung von Grenzwerten unter Verwendung des bekannten Grenzverhaltens grundlegender Funk-
tionen sind teilweise algebraische Umformungen erforderlich (z. B. Ausklammern der jeweils héchsten Po-
tenz von x in Zahler und Nenner des Terms einer gebrochen-rationalen Funktion). Die Umformungen unter-
stitzen die intuitive Anwendung der Grenzwertregeln und mussen in geeigneter Form erarbeitet werden.
Dazu kénnen auch die Grenzwerte der im einleitenden Arbeitsauftrag betrachteten Funktionen f bis k fur
X — 1o auf grundlegende Grenzwerte zurlickgefuhrt werden.

Die Schulerinnen und Schuler sind nun in der Lage, die Bestimmung von Grenzwerten selbstédndig zu Uben.
Dabei werden die fur sie erfahrungsgemaB offensichtlichen Grenzwertregeln angewandt, mussen jedoch
nicht mathematisch exakt begriindet werden. Die Linkebene des Lehrplans sowie die zugelassenen Lehrbu-
cher enthalten eine Vielzahl geeigneter Ubungsaufgaben. Im Rahmen einer Ubungsphase mit Binnendiffe-
renzierung kénnen leistungsstarkere Schilerinnen und Schuler zusatzlich vertiefende Aufgaben bearbeiten.
Der CAS-Rechner kann zur Kontrolle von Ergebnissen dienen.
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Einfluss der Anderung von Parametern im Funktionsterm auf den zugehérigen Graphen
Beispielsweise im Zusammenhang mit quadratischen und trigonometrischen Funktionen wurde bereits
untersucht, wie sich die Anderung von Parametern im Funktionsterm auf den zugehérigen Graphen aus-
wirkt. Daran ankntpfend betrachten die Schulerinnen und Schuler auch andere Funktionen hinsichtlich des
Einflusses von Veranderungen des Funktionsterms auf den Kurvenverlauf.

Arbeitsauftrag

Gegeben ist die Funktion f: x> 1 mit Definitionsbereich R\ {0} . Der Graph von f wird mit G; bezeichnet.
X

a) Zeichnen Sie Gs.
b) Begriinden Sie, dass Gs keine Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen besitzt.
c) Geben Sie die weiteren wesentlichen Eigenschaften von f an und begriinden Sie diese.

Betrachtet wird nun die Schar der Funktionen f,(x)=f(x)+a mit acR und maximalem Definitionsbe-
reich D, . Der Graph von f; wird mit G, bezeichnet.

d) Zeichnen Sie G, fur ae{-2;0;2}.

e) Beschreiben Sie den Einfluss einer Anderung des Parameters a auf G,. Betrachten Sie G, dazu falls
notig flr weitere Werte von a.

f) Geben Sie D, sowie die wesentlichen Eigenschaften von f, an und begriinden Sie diese. Welche Eigen-
schaften der Funktion f besitzt auch f,?

Betrachtet wird nun die Schar der Funktionen f, :x - f(x+b) mit belR und maximalem Definitionsbe-
reich Dy, . Der Graph von f, wird mit G, bezeichnet.

g) Wie wirkt sich eine Anderung des Parameters b auf G, aus?

h) Geben Sie D, sowie die wesentlichen Eigenschaften von f, an und begriinden Sie diese. Welche Eigen-
schaften der Funktion f besitzt auch f, ?

Der CAS-Rechner bietet die Moéglichkeit, mehrere Graphen einer Funktionenschar in einem gemeinsamen
Koordinatensystem darzustellen. So kénnen die Schilerinnen und Schiler diese Graphen miteinander ver-

gleichen, den Einfluss der Anderung eines Parameters diskutieren und angestellte Vermutungen mathema-
tisch begriinden.
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2.2 Vorschldge zur Unterrichtsgestaltung

Auch eine Verwendung der von den CAS-Rechnern bereitgestellten Werkzeuge, mit deren Hilfe sich Para-

meterwerte auf einfache Weise variieren lassen, bietet sich an.
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Die Bestimmung der Definitionsbereiche, die Angabe der Asymptoten und die Ermittlung der Schnittpunk-
te mit den Koordinatenachsen durfen Schilerinnen und Schilern auch ohne CAS-Unterstitzung keine
Schwierigkeiten bereiten. Der CAS-Rechner kann jedoch genutzt werden, um Ergebnisse graphisch oder

rechnerisch zu kontrollieren.

Im Zusammenhang mit diesem Arbeitsauftrag kénnte die Symmetrie eines Graphen beziglich eines belie-

bigen Punkts betrachtet werden (vgl. , Vertiefungsmoglichkeit”).

Zur Festigung der Lerninhalte sind folgende Arbeitsauftrage geeignet.

Arbeitsauftrag

Die Abbildung zeigt den Graphen G; einer Funkti-
on f.

a) Beschreiben Sie den Verlauf von G;.

b) Ermitteln Sie einen passenden Funktionsterm so,
dass f einen maoglichst groBen Definitionsbereich
besitzt. Uberprifen Sie lhr Ergebnis mithilfe des
CAS-Rechners.
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Dem abgebildeten Graphen liegt die Funktion f: x %+2 mit Definitionsbereich R\ {3} zugrunde.
X
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Arbeitsauftrag Y {
Die Abbildung zeigt den Graphen Gs einer in IR definierten Funktion f. \c: I
a) Skizzieren Sie die Graphen der folgenden in IR definierten Funktionen: / 4 /
fioxs f(x)+2 fixe f(x)-4 / 3 \ I
fz1x f(x-2) f x> f(x+1)-3 / 4 \ /Gf
b) Ermitteln Sie einen Funktionsterm, der zu G; passt, und geben Sie die zu X
- D
f,, f,, 3 und f; gehoérenden Funktionsterme in ausfuhrlicher Schreib- i 1_? i
weise an. _
I 4

Im Rahmen der Bearbeitung dieses Arbeitsauftrags dient der CAS-Rechner im Wesentlichen zur Kontrolle
der Ergebnisse. Der zu ermittelnde Funktionsterm ist f(x)=(x-2)-(x-1)-(x+2).

Anhand eines offener formulierten Arbeitsauftrags kénnen die Schulerinnen und Schuler anschlieBend
selbstandig den Einfluss der Anderung von Parametern untersuchen, die eine Streckung des Funktionsgra-
phen in x- oder y-Richtung bewirken, insbesondere die Spiegelung an einer der Koordinatenachsen. Eine
Bearbeitung in Gruppen - arbeitsgleich oder arbeitsteilig — ist moglich.

Arbeitsauftrag

Gegeben sind die Funktion f:x > 1 mit Definitionsbereich IR\ {0} sowie die in R\{0} definierten Scharen
X
von Funktionen f. :x > c-f(x) mit ce R\{0} und fy:x f(d-x) mit d e R\{0} .

a) Untersuchen Sie den Einfluss einer Anderung des Parameters c auf den Graphen von f.. Stellen Sie lhre
Ergebnisse Ubersichtlich zusammen.

b) Untersuchen Sie den Einfluss einer Anderung des Parameters d auf den Graphen von fy. Stellen Sie lhre
Ergebnisse Ubersichtlich zusammen.

Der Einfluss der Anderung der Parameter c und d auf die Graphen der zugehérigen Funktionenscharen
kann nicht nur graphisch, sondern auch anhand einer Wertetabelle untersucht werden; z. B. gilt:
f3(2) = f(3-2) = f(6) .
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"sB 2.2 Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung
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Es empfiehlt sich, den Zusammenhang mit der Streckung des Graphen der in R definierten quadratischen
Funktion f:x > x? herzustellen.
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Die zugelassenen Lehrbicher bieten zur Ubung vielfaltige Aufgaben zu allen bisher bekannten Funktions-
typen. Auch der Einfluss einer gleichzeitigen Anderung mehrerer Parameter im Funktionsterm auf den
Kurvenverlauf kann analysiert werden.
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Arbeitsauftrag

Die Abbildung zeigt hervorgehoben den Graphen G; der gegebenen Funktion f. Bestimmen Sie zu den
Graphen |, II, lll und IV jeweils einen passenden Funktionsterm.

a) f:x— x2+4x-1: xeR b) f:XI—)%X4—%X3;Xe|R

. N '. | B ;
L o / \ =l i i
i ] / 0 o i H
4 l: \ H \ ,' L [Gf 1]
\‘ !.'-’ / ' FE

i i

\ 7 "

/
'S

\ p l !
1 § 1l
D4 L \ a FN i
T4 T 3 T i
| / ‘ \ ]
\ - =1/ g { L ! o i : _ i
|""\ i G \ 21 ~ H
H H 3 1 3 H 3
! o f 3 3 \ al 4 H N, /
3 1 4 T ; L7
t i i N ! ; H
‘.‘ i 1 H N ! 3 X
A i I 4 B 0l N 2/3 4 5 ¢
\ i X N i, H
7 SN q st
5 b4 B D o /27314 5 617 =
4 “ A \ H
| ;

H P \
4 H
5 H a \
L ’ H Fd K H ‘.'
1/ N ] i v
i H

: ] HIE
' R i Hilad
’ 3 \ E

Vertiefungsmaoglichkeit

Symmetrie beziiglich einer Parallele zur y-Achse oder eines beliebigen Punkts

Nachdem die Schilerinnen und Schiiler den Einfluss der Anderung von Parametern im Funktionsterm auf
den zugehérigen Graphen eingehend untersucht haben, liegt es nahe, die Symmetrie eines Graphen bezilg-
lich einer Parallele zur y-Achse oder eines beliebigen Punkts zu betrachten.

Die Symmetrie eines Graphen bezlglich eines beliebigen Punkts kann beispielsweise im Rahmen der Be-
handlung des Einflusses der Veranderungen des Terms einer gebrochen-rationalen Funktion auf den Kur-
venverlauf schrittweise untersucht werden. Eine Verschiebung des Funktionsgraphen fihrt zu einer Ver-
schiebung des Symmetriezentrums: Ist der Graph einer Funktion f symmetrisch beztglich des Koordinaten-
ursprungs, d. h. beztiglich des Punkts P(0|0), so ist der Graph der Funktion f, mit f,(x)=f(x)+a symmet-
risch beztiglich des Punkts P,(0]a), der Graph der Funktion f, mit f,(x)=f(x—-b) symmetrisch bezuglich
des Punkts P, (b|0). Diese Eigenschaften kdnnen die Schilerinnen und Schiler mithilfe des CAS-Rechners
experimentell entdecken und verhaltnismaBig einfach Uberprifen. Anhand konkreter Beispiele lasst sich

die Symmetrie der Graphen von f, und f, aus der Symmetrie des Graphen von f jeweils durch eine Ver-
schiebung im Koordinatensystem folgern.
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2.2 Vorschldge zur Unterrichtsgestaltung
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Eine Kombination von Verschiebungen in x- und y-Richtung liefert dann die Begriindung fir die Symmetrie
eines Graphen bezlglich eines beliebigen Punkts.

In dhnlicher Weise kann die Symmetrie eines Graphen bezlglich einer Parallele zur y-Achse begrindet wer-
den.

4 1.1 |1.2 B Symmetrie 3 w bl x| [ ¥ Edit Zoorm Analvse # IEII
iy ! :
45 (5028) ) 1\ (9,0.25)
R 1 e '
-2,0.25)| ! . i
( )| 1{2,0.25) | 5
: =5
§x=7
-2
| |
Bog Real 11|

Eine Verallgemeinerung der Kriterien fur die Symmetrie von Funktionsgraphen kénnte beispielsweise an-
hand Fokus 10, S. 186, Aufgaben 14, 15 und 16 schrittweise erarbeitet werden.
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3 Einsatz von CAS bei Leistungsnachweisen

Die Vorteile des CAS-Rechners liegen im Wesentlichen in seinen vielfaltigen Einsatzmoglichkeiten im Unter-
richt. Wird der CAS-Rechner im Unterricht als gewinnbringendes Hilfsmittel verwendet, so liegt es jedoch
nahe, seinen Einsatz auch bei Leistungsnachweisen zuzulassen. Ziel eines Leistungsnachweises, bei dem ein
CAS-Rechner verwendet werden darf, muss es sein, mathematische Kenntnisse, Fahigkeiten und Fertigkei-
ten sowie deren Anwendung mit mathematischem Verstandnis zu prifen, nicht die bloBe Fahigkeit, einem
CAS-Rechner die Loésung einer Aufgabe zu entnehmen.

Auch im Zusammenhang mit Leistungsnachweisen sollten die allgemeinen mathematischen Kompetenzen
der Bildungsstandards ausgewogen bertcksichtigt werden. Dazu werden die Schwerpunkte anders als in
der Vergangenheit gesetzt; die Kompetenzen ,Mathematisch argumentieren”, ,Probleme mathematisch
l6sen”, ,,Mathematisch modellieren” und , Kommunizieren” werden starker betont. Trotz der veranderten
Schwerpunktsetzung muss selbstverstandlich weiterhin darauf geachtet werden, den Schulerinnen und
Schulern Sicherheit im Umgang mit Zahlen, Termen und Gleichungen nachhaltig zu vermitteln; manuelle
Grundfertigkeiten sind weiterhin unverzichtbar. Entsprechend enthalten auch Leistungsnachweise, bei
denen ein CAS-Rechner verwendet werden darf, in angemessenem Umfang Aufgaben, die manuelle Fertig-
keiten prufen. AuBerdem sollte auch bei Leistungsnachweisen immer wieder gezielt auf eine Verwendung
des CAS-Rechners verzichtet werden.

Zu beachten ist, dass nicht jede Aufgabe, die sich fur eine CAS-gestUtzte Bearbeitung anbietet, auch fur
Leistungsnachweise geeignet ist. Beispielsweise sind Aufgaben, die im Wesentlichen mithilfe der dynami-
schen Geometriefunktion des CAS-Rechners zu bearbeiten sind, fur schriftliche Leistungsnachweise eher
ungeeignet.

3.1 Mauandliche Leistungsnachweise

Der Einsatz eines CAS-Rechners bei mundlichen Leistungsnachweisen ist auf der Grundlage eines CAS-
gestutzten Unterrichts unproblematisch. Der Bildschirminhalt des CAS-Rechners kann mithilfe eines Over-
headprojektors oder eines Beamers projiziert werden. So besteht die Mdglichkeit, Lésungswege fur alle
Schilerinnen und Schuler sichtbar darzustellen.

3.2 Schriftliche Leistungsnachweise

Schulaufgaben kénnen in zwei Teilen durchgefuihrt werden — im einen Teil ist die Verwendung des CAS-
Rechners zugelassen, im anderen ausgeschlossen. Es empfiehlt sich, mit dem Prifungsteil ohne CAS-Einsatz
zu beginnen. Der Zeitpunkt, zu dem die Bearbeitung dieses Prtifungsteils abgegeben wird und die Bearbei-
tung der Ubrigen Aufgaben begonnen werden darf, kann entweder vorher festgelegt oder von jeder Schu-
lerin bzw. jedem Schuler individuell gewahlt werden. Der Vorteil dieser zweiteiligen Priafungsform liegt in
der Moglichkeit, grundlegende mathematische Kenntnisse, Fahigkeiten und Fertigkeiten ohne Verwen-
dung des CAS-Rechners zu prifen. Der damit verbundene erhéhte organisatorische Aufwand kann bei ei-
nem schriftlichen Leistungsnachweis im zeitlichen Umfang einer Schulaufgabe durchaus gerechtfertigt sein.
Es ist selbstverstandlich moglich, die Verwendung des CAS-Rechners auch wéahrend der gesamten Prufungs-
zeit zuzulassen.

Bei Stegreifaufgaben ist ein teilweiser Ausschluss der Benutzung des CAS-Rechners aufgrund der zeitlichen
Rahmenbedingungen kaum praktikabel. Hier empfiehlt es sich, den Einsatz des CAS-Rechners abhangig von
der Zielsetzung entweder durchgehend zuzulassen oder durchgehend auszuschlieBen.



3.3 Beispiele zu schriftlichen Leistungsnachweisen

Ist der CAS-Rechner als Hilfsmittel zugelassen und sollen von den Schulerinnen und Schilern schrittweise
manuelle Umformungen gefordert werden, so lasst sich dies durch eine entsprechende Formulierung der
jeweiligen Aufgabenstellung erreichen (z. B. ,Bestimmen Sie schrittweise und nachvollziehbar ..."). Die
Schulerinnen und Schiler haben dann zwar die Moglichkeit, jeden einzelnen Rechenschritt mithilfe des
CAS-Rechners zu Uberprifen, dies ist jedoch mit einem erhdhten Zeitaufwand verbunden.

Dokumentation der Lésungen

Auch wenn bei einem schriftlichen Leistungsnachweis ein CAS-Rechner verwendet werden darf, mussen alle
Loésungen auf Papier dokumentiert werden. Was dabei von den Schilerinnen und Schiilern erwartet wird,
muss rechtzeitig vor der Durchfihrung des ersten derartigen Leistungsnachweises im Unterricht geklart
werden.

Exakte, allgemeingultige Regeln dazu, wie ein bestimmtes CAS-Verfahren zu dokumentieren ist, lassen sich

zwar nicht festlegen, es kénnen jedoch grundlegende Anforderungen an die Dokumentation einer Losung

genannt werden.

+ Die Dokumentation einer Lésung muss diese nachvollziehbar darstellen. Insbesondere muss deutlich wer-
den, bei welchen Lésungsschritten und in welcher Weise der CAS-Rechner verwendet wurde.

¢ Die Dokumentation einer Lésung beschreibt mathematische Vorgehensweisen und beschrankt sich dabei
nicht auf die Wiedergabe produktspezifischer Rechnersprache.

+ Die Dokumentation einer Losung zu einer bestimmten Aufgabe sollte nicht aufwandiger oder umfang-
reicher sein als die Darstellung einer Losung zu dieser Aufgabe, die ohne den Einsatz eines CAS-Rechners
erarbeitet werden musste.

Beispiele zur Umsetzung dieser Grundsatze sind im Abschnitt 3.3 zu finden.

Technische Aspekte

¢ Die CAS-Rechner der Schulerinnen und Schuler lassen sich in einen Prifungsmodus oder durch jeweilige
Anwendung einer Reset-Funktion in einen einheitlichen Ausgangszustand versetzen.

¢ Die Schulerinnen und Schiler sollten dazu angehalten werden, die Stromversorgung eigenverantwortlich
sicherzustellen.

3.3 Beispiele zu schriftlichen Leistungsnachweisen

3.3.1 Beispiel einer Schulaufgabe

Exemplarisch wird im Folgenden eine Schulaufgabe vorgestellt, die Teile der Lehrplanabschnitte ,M 10.2
Geometrische und funktionale Aspekte der Trigonometrie” sowie ,M 10.3 Exponentielles Wachstum und
Logarithmen” pruft.
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BE

2. Schulaufgabe aus der Mathematik

Der CAS-Rechner darf zur Bearbeitung der Aufgaben verwendet werden. Alle Lésungen mussen
nachvollziehbar sein.

Eine Schulerband bietet auf ihrer Internetseite einen Song zum Download an und beobachtet die
Anzahl der Downloads. Zu Beginn der Beobachtung konnte die Band insgesamt 112 Downloads
verzeichnen, bis zum Ende des vierten Monats nach Beobachtungsbeginn insgesamt 787 Down-
loads.

a) Bestimmen Sie jeweils den Term einer Funktion, die die Entwicklung der Anzahl der Down-
loads seit Beobachtungsbeginn beschreibt, wenn man von

a) exponentiellem Wachstum B) linearem Wachstum

ausgeht und die vergangene Zeit in Monaten angibt. Geben Sie auf der Grundlage beider
Modelle jeweils an, wie viele Downloads die Schulerband bis zum Ende des funften Monats
seit Beobachtungsbeginn erwarten konnte.

b) Ermitteln Sie, innerhalb welcher Zeit sich die Anzahl der Downloads bei exponentiellem
Wachstum jeweils verdoppelt.

c) Die Abbildung zeigt die tatsachliche Ent- 18000

wicklung der Anzahl der Downloads bis -,‘:16000 + et tY
zum Ende der ersten 24 Monate seit Be- % 14000

obachtungsbeginn. Ermitteln Sie den Zeit- % 13888 *

raum, in dem das Modell exponentiellen ?.: 8000 +

Wachstums zur Beschreibung dieser Ent- ® go00 !

wicklung geeignet ist. Geben Sie einen 'FNU 4000 3

moglichen Grund dafiir an, dass die Anzahl < 2008 JPR

der Downloads anschlieBend ein anderes 0 5 10 15 20 25
Wachstumsverhalten zeigte. Monat

d) Fur langerfristige Prognosen ist es oftmals glinstiger, die seit Beobachtungsbeginn vergange-
ne Zeit in Jahren anzugeben. Geben Sie fur die Modelle exponentiellen und linearen Wachs-
tums aus Aufgabe 1a jeweils allgemein an, wie der Wachstumsfaktor bzw. der Zuwachs pro
Zeiteinheit dann zu andern ware (verwenden Sie 1 Jahr = 12 Monate).

Bestimmen Sie schrittweise die exakte Lésung der Gleichung 13**1-2.13* =5 (ber der
Grundmenge R.

Zeichnen Sie den Graphen einer in IR definierten Funktion der Form f:x — a-sin(b-(x-c))+d,

deren Wertemenge W :[—g;ﬂ ist und deren Nullstellen die ganzzahligen Vielfachen von T

3
sind. Geben Sie einen passenden Term von f an. Fur welches k e R besitzt die in IR definierte
Funktion g:x  f(x)—k die Nullstelle %? Begriinden Sie lhre Antwort anhand des Graphen von

f. Geben Sie fur dieses k alle Nullstellen von g an.

Ermitteln Sie ndherungsweise, fur welche Werte von aeR* die Graphen der in R definierten
Funktionen f:x ax und g:x sinx genau drei Schnittpunkte besitzen. Wahlen Sie anschlie-
Bend a so, dass Sie die Koordinaten der drei zugehorigen Schnittpunkte exakt bestimmen koén-
nen, und geben Sie diese an.

Unterscheiden sich zwei reelle Zahlen (dargestellt als Dezimalbriche) lediglich durch die Position
des Kommas, so unterscheiden sich ihre dekadischen Logarithmen um eine ganze Zahl. Begrun-
den Sie diese Tatsache.




Hinweise zu Lésung und Bewertung

Aufgabe 1

Bei derartigen Aufgaben ist es sinnvoll, ermittelte Funktionsterme im CAS-Rechner zu definieren, um bei
weiteren Bearbeitungsschritten darauf zurtickgreifen zu kénnen.

1] *Aufgabe 1 w {3
] " A
solvel 787=112-2%
1 3 1 3
7874 74 7874 74
a= [e)
14 14
103 1.62813
7874 74
-V A
14
flac)=112-a% Fertig
As) 1281.34
so]ve[787=m-4+112,m:) = 675
4
675 168.75
675
4
gbl=mx+112 Fertig
gls) 955 75
solvela®=2x) x=1.42204
v
X 9199

Zur Bearbeitung der Aufgabe c kann die Tabellenkalkulationsfunktion des CAS-Rechners vorteilhaft ge-

nutzt werden.

2 *hufgabe 1 w {3
A'x_wert H y_wert B 'B‘ =
* =f(x_wert) H
3396.58
9 8| 5530.08
10 al 9003.69
" 10| 14659.2
12 1] 23867.1 U
B12 |=23867.062715824 x [¢]>

3.3 Beispiele zu schriftlichen Leistungsnachweisen

[ Edit Aktion Interaktiv

] T ] e g
solvel FaT=112%3"4, 32 e
1 1

=T8T ¢ ggyd
1 1

.74 2.7

35

1
774

*a

1
2.7%
1.622813837
define fixi=112%3"x
done
=l
12281.3328601
solvel FaT=m*d+11Z, md

()

162,75
define gl{xi=m*x+112

570

4%-rn

done
=L
Q55,75
solvela™r=2yx2
fx=1.422837722])
]

A[

Algeb Dezimal FReal Bog g

[[ ¥ Datei Edit Graph Calc

[3z] & |&¢|=Ivlodiinlv]}]
- |

Bl3 23867.06272 |
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Mogliche Dokumentation einer Losung:

2) o) exponentielles wachstum: f(x)=b-a

o)

Aufgabe 2

In Verbindung mit der Vorbemerkung zur Schulaufgabe, dass alle Lésungen nachvollziehbar sein mussen,
werden durch die Aufgabenstellung schrittweise manuelle Umformungen gefordert. Diese liefern

N

X

foO)=112&b=112
fH) =7+ ar1,63
f(5)~ 1281

B) lineares wachstum: g(x) =wm-x+t
g0)=112 &t =112
o4) =77 S m =162, 75
o(5)~ 956

0 =2& xa1,42

Zeichnet man den Graphen zum Modell exponentiellen Wachstums in die Abbil-
dung ein, so zelgt sich, dass dieses Modell dazu geelgnet ist, die Entwicklung der
Anzahl der Downloads von Beobachtungsbeginm bis zum Ende des newnten Monats
zu beschreiben.

18000

16000 |
14000
12000 |
10000 !
8000 ]
6000 /
4000 ;’
2008 9
0 5 10 15 20 25

Monat

WY X N
;¢ ¢

Anzahl der Downloads

pie anschlichende Anderung des wachstumsverhaltens konnte darvin begrivndet
sein, dass bereits ein grober Antell der moglichen tnteressenten den Download des
Songs durchgefidirt wunol davit elne Sittigung des Marktes elngesetzt hat.

gednderter wachstumsfaktor: a*”

gednderter Zuwachs pro Zeitelnheit: 12-b

X = Iog% 55 oder ein dazu dquivalentes Ergebnis.

Die Schulerinnen und Schiler haben die Moglichkeit, die einzelnen Rechenschritte mithilfe des CAS-
Rechners zu Uberprifen. Da dies jedoch mit einem erhdhten Zeitaufwand verbunden ist, kann die Bewer-

tung wie bei einer Schulaufgabe erfolgen, deren Aufgaben ohne CAS-Einsatz zu bearbeiten sind.

Ein Vergleich der manuell ermittelten Lésung mit der vom CAS-Rechner ausgegebenen Lésung wiirde Um-
formungen erfordern; einfacher ist eine Kontrolle der manuell ermittelten Losung durch Einsetzen in die

gegebene Gleichung.
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I 1.1 | *Aufgabe 2 w ﬂﬂ |  Edit Aktion Interaktiv QX
( x+1 w1 ] nf55) | B e ] T L
solvel 1377 -2 137=% x| R Py =olve (13" (xt1 - 2F 13 x=1 [~
| ) In| == | {F -lnf11)  __ In(S:
LS I 1z)0-In(5) (1301
1 C f dudge 13~ (x+13-2*1 3 x=1.1
13+, 13%= 5 =log _ (55) © TRUE
=2 0
13
N 299
-
Algeb Standard Real Bog gm

Aufgabe 3

Der ermittelte Wert fur k kann mithilfe des CAS-Rechners kontrolliert werden. Die Nullstellen von g lassen
sich rechnerisch oder durch Uberlegungen anhand des Graphen von f oder g bestimmen.

JEEIE Aufgabe 3 w {3 [[ ¥ Edit Fktion Interaktiv
R P Fertig :;' T hd v
gbai=2 sinl3x-2 define atxy=2/3*sint - r
— done
{71 | 0 =18, P!
ole) :
L solvedglxi=A,x)
solvelglx)=0x] 4nT+1)x {x=7—"“L”5t'"m+£
= 3 )
6 0
N 399
-
Algeb Standard Real Bog qm]

Mogliche Dokumentation einer Losung:

k=2

Begrinmdung: Da £(1) =2, muss der Graph von g gegeniiloer dem Sraphen von £ um =
in negative y-rRichtung verschoben sein.

Nullstellen von g (4 + 1)%; nez
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Aufgabe 4

Die Schulerinnen und Schuler kénnen die Graphen der beiden Funktionen mithilfe des CAS-Rechners unter-
suchen. Die Werte fur a konnen beispielsweise unter Verwendung der von den CAS-Rechnern bereitgestell-
ten Werkzeuge ermittelt werden, mit deren Hilfe sich Parameterwerte auf einfache Weise variieren lassen.
Bei der Bewertung der Bearbeitungen zu diesem Aufgabenteil sollte die wesentliche Losungsidee, die Su-
che eines BerGhrpunkts mit x e [2m;3m], positiv gewirdigt werden.

I 1.1 | b *Aufgabe 4 w {43 [ ¥ Edit Zoorm Analyse # IEll
A
5.4 Ty e 13
OII 1 1 1 1 1|‘ E’yl:Einl:x:l
Eyi=1.x
Ow3: 0
(xl=a- Oz
f2lx)=ax Ovs- O
Owe: 0
‘___ii — e Sh Ao Ow7:-0
-352 0.5 9.4 Ow3:-0
11(x) =sinix) 2
» -
3 R‘Q
Bog Real gml

Ein geeignetes Beispiel zur exakten Bestimmung der Koordinaten der Schnittpunkte lasst sich finden, indem
man Schnittpunkte mit bekannten Koordinaten wahlt und den zugehoérigen Wert fur a bestimmt.

Mogliche Dokumentation einer Losung:

Probieven wmit dem CAS-Rechner zelgt: dle Graphen von £ und g besitzen genaw drel
Schnittpunkte fitr € [0,13; 1] (wiiherungswelse).

Schnittpunkte fitr o= %: (=2/-1), (0/0), (/1)

Aufgabe 5

Der Anspruch dieser Aufgabe liegt im Wesentlichen in der Formulierung des vorgegebenen Zusammen-
hangs zweier reeller Zahlen z, und z, in der Form z; =10" -z, sowie in der Anwendung der Rechenregeln
fur Logarithmen. Die mithilfe des CAS-Rechners mogliche Kontrolle der einzelnen Rechenschritte ist mit
einem erhoéhten Zeitaufwand verbunden. Die Bewertung kann deshalb wie bei einer Schulaufgabe erfol-
gen, deren Aufgaben ohne CAS-Einsatz zu bearbeiten sind.

Mégliche Dokumentation einer Lésung:
z, =10" -z, mit nEN

Damit: lgz, =lgo™-z,)=lg10" +lgz, =n+lgz,
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3.3.2 Weitere Beispielaufgaben

Im Folgenden werden beispielhaft weitere mogliche Prifungsaufgaben zu den Lehrplanabschnitten
»M 10.2 Geometrische und funktionale Aspekte der Trigonometrie” sowie ,,M 10.3 Exponentielles Wachs-
tum und Logarithmen” vorgestellt. Im Rahmen der Bearbeitung der Aufgaben steht jeweils eine der allge-
meinen mathematischen Kompetenzen ,Mathematisch argumentieren”, , Probleme mathematisch 16sen”,
~Mathematisch modellieren” und ,,Kommunizieren” im Vordergrund.

Mathematisch argumentieren

Welcher geometrische Zusammenhang besteht zwischen den Graphen der in IR definierten Funktionen

1

f:x—a*und g: x> (g)x mit a €R" ? Begriinden Sie diesen Zusammenhang.

Mit dem CAS-Rechner kénnen zugehorige Graphen dargestellt werden; so lasst sich ein Zusammenhang
vermuten. Die Begriindung der angestellten Vermutung erfordert die Kompetenz ,Mathematisch argu-
mentieren”.

Probleme mathematisch I6sen

Dagobert Duck legt fuir die Dauer eines Jahres seinen Glickskreuzer bei der Entenhausener Bank an, bei der
Zinsen stets mitverzinst werden.

a) Bestimmen Sie die Hohe seines Guthabens nach einem Jahr, wenn es jahrlich mit einem Zinssatz von
100 % verzinst wird.

b) Bestimmen Sie die Hohe seines Guthabens nach einem Jahr, wenn es fur jedes halbe Jahr mit einem
Zinssatz von 50 % verzinst wird.

c) Dagobert wittert ein gutes Geschaft. Geben Sie einen Term an, der beschreibt, wie hoch sein Guthaben
nach einem Jahr ist, wenn ein Jahr in n Zeitabschnitte (neIN) unterteilt und das Guthaben fur jeden
Zeitabschnitt mit einem Zinssatz von %% verzinst wird (unterjéahrige Verzinsung). Kann Dagobert mit
dieser Geldanlage innerhalb eines Jahres unermesslich reich werden? Machen Sie lhre Antwort plausi-
bel.

Unter der Voraussetzung, dass den Schilerinnen und Schulern eine zur Bearbeitung der Aufgabe ¢ not-
wendige Strategie noch nicht bekannt ist, steht im Rahmen der Bearbeitung dieser Aufgabe die Kompetenz
~Probleme mathematisch [6sen” im Vordergrund. Zur Formulierung einer Vermutung hinsichtlich der Ent-
wicklung des Guthabens fur sehr groBe Werte von n kann das Zeichnen eines Graphen oder die Berech-
nung geeigneter Termwerte hilfreich sein.

Mathematisch modellieren

Zur Finanzierung eines Eigenheims wird bei einer Bank ein Darlehen in H6he von 200.000 Euro aufgenom-
men. Der jahrliche Zinssatz betragt 5,5 %.

a) Am Ende jedes Jahres werden 10.000 Euro getilgt sowie die anfallenden Zinsen gezahlt (Ratentilgung).
Bestimmen Sie den Betrag, der flr Zinsen insgesamt aufgewendet werden muss, bis das Darlehen voll-
standig zurickgezahlt ist.

b) Am Ende jedes Jahres werden insgesamt 16.735,87 Euro fur Tilgung und Zinsen aufgewendet (Annuita-
tentilgung). Bestimmen Sie die Zeit, nach der das Darlehen vollsténdig zurtickgezahlt ist.

Im Rahmen der Bearbeitung der Aufgaben a und b muss jeweils eine Sachsituation in ein mathematisches
Modell Ubersetzt werden; dazu bedarf es der Kompetenz ,,Mathematisch modellieren”. Die Tabellenkalku-
lationsfunktion des CAS-Rechners unterstutzt die Ermittlung der Losungen wesentlich.
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Kommunizieren

Aus einem Mathematik-Forum im Internet:

«Hallo Mathe-Konner, ich mochte die Gleichung sinx =1 mithilfe meines CAS-Rechners 16sen und werde
aus der Ausgabe x = 2-n3-1'r+% nicht schlau. Kann mir jemand schreiben, was die Ausgabe bedeutet? Hat-
te ich die Aufgabe auch ohne CAS-Rechner I16sen kdnnen? Danke schon mal. Alex”

Verfassen Sie eine sinnvolle Antwort.

Um die Bedeutung des vom CAS-Rechner ausgegebenen Terms sowie eine Lésung der Aufgabe ohne Ver-
wendung des Gerats zu beschreiben, wird die Kompetenz ,,Kommunizieren” benétigt.
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