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Im Fach Mathematik zu erwerbende Kompetenzen sind fur die Alltagsbewaltigung von hoher Be-
deutung. Dies gilt auch fur Schilerinnen und Schuler mit dem Forderschwerpunkt geistige Ent-
wicklung. Damit kommt der Mathematikdidaktik eine elementare Bedeutung zu, was aktuell an
einem entsprechend breiten Diskurs innerhalb der sonderpadagogischen Wisssenschaft deutlich
wird. Gerade zur Mathematikdidaktik erfolgten zahlreiche wissenschaftliche Veroffentlichungen,
z.B.von MOSER OPITZ, RATZ, SCHAFERS oder WITTMANN.

Einhellige Aussage dieser Veroffentlichungen ist, dass der Erwerb mathematischer Kompetenzen
von Schulerinnen und Schulern mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung nicht grundsatzlich
anders verlduft als von Kindern ohne Forderbedarf (vgl. SCHAFER 2020, 11f.).

Um den Lehrkraften, die Kinder und Jugendliche mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung un-
terrichten, Handlungssicherheit im Fach Mathematik zu vermitteln, mochte die vorliegende Hand-
reichung:

Grundlagen der Fachdidaktik fur den mathematischen Anfangsunterricht darlegen,
besondere Forderansatze fur die Schulerschaft mit dem Forderschwerpunkt geistige Ent-
wicklung ausfuhren,

einzelne Teilkompetenzen des Rechnenlernens im Zahlenraum 20+ und deren Forderung
kompakt und praxisnah beschreiben,

hilfreiche Materialien zum Rechnenlernen vorstellen.

Da laut der Studie SFGE |1 ,Schilerschaft mit dem Férderschwerpunkt geistige Entwicklung® (BAU-
MANN, DWORSCHAK, KROSCHEWSKI, SELMAYR, RATZ, WAGNER) von 2021 ein Grofsteil der Schu-
lerinnen und Schuler mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung vor allem im Zahlenraum 20
rechnet, beschrankt sich die Veroffentlichung auf diesen Zahlenraum. Wobei der Titel ,Rechnen
im Zahlenraum 20+ verdeutlichen soll, dass der hier beschriebene Kompetenzerwerb sich kei-
nesfalls auf diesen Zahlenraum beschranken sollte, sondern vielmehr die Zahlenraume flieRend
ineinander Ubergehen und die arithmetischen Anfangskompetenzen auf erweiterte Zahlenraume
angewandt werden.

Wir winschen Ihnen eine interessante LektlUre und viel Freude beim Rechnenlernen mit den Schu-
lerinnen und Schulern.

Isabell Niedermeier

Referentin fur den Forderschwerpunkt geistige Entwicklung
am Staatsinstitut fur Schulqualitat und Bildungsforschung
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Nach der Griindung der ,Schulen fir Geistigbehinderte®in den 1950er Jahren und dem Ausbau des
Sonderschulwesens in Bayern orientierte sich dieses, auch wenn so nicht benannt, eher an der
Kindergartenpadagogik. Erst in den 1980er Jahren entstand aufgrund von MUHLs sog.,Handlungs-
und Situationsfeldern® ein Ansatz fiir einen handlungsorientierten Unterricht fur Kinder und Ju-
gendliche mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung. Gleichzeitig entwickelte sich mit den Ein-
flissen aus den amerikanischen Curricula der ,Arbeitsplan G*, der vor allem Alltagskompetenzen
sowie basales Wissen und Kommunikationsanldsse beinhaltete. Ebenfalls bereits in den 1980er
Jahren beschrieb FISCHER fur den Unterricht nicht nur einen Basis- und einen Elementarbereich,
sondern auch einen Fachbereich, in den auch die Kulturtechniken einbezogen wurden (vgl. RATZ
2011, 10 ff.und SCHAFER 2020, 11 f).

Zwar gab es durch erste integrative Entwicklungen eine Orientierung an regularen Unterrichts-
fachern der Allgemeinen Schule, ...

,[...] jedoch schlossen die Arbeiten in Theorie und Praxis wenig (oder gar nicht)
an die fachwissenschaftlichen Grundlagen an, sondern beschritten eigene (mehr
sonderpddagogische) Wege, die jedoch nicht selten fachlicher Grundlagen ent-
behrten, aus entwicklungspsychologischer Sicht nicht stimmig waren und zudem
einen interdisziplindren Dialog mit der Regelpddagogik (und damit zugleich der
Fachdidaktik Mathematik) aufer Acht lieBen.“(SCHAFER 2020, 11)

Dies fuhrte dazu, dass an den bayerischen Schulen zur individuellen Lebensbewaltigung und im
ersten ,Lehrplan fir den Unterricht in der Schule flr geistig Behinderte® von 1982 zunachst der
Lernbereich ,Rechnen® und ab 2002 am Férderzentrum fir den Forderschwerpunkt geistige Ent-
wicklung und dem zugehorigen Lehrplan von 2003 der Lernbereich ,Mathematik” eingefiihrt wur-
den.
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Zwei Entwicklungen fuhrten dazu, dass die Bedeutung der Mathematikdidaktik auch fur den Un-
terricht von Kindern und Jugendlichen mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung als elemen-
tar anerkannt wurde. Zum einen richteten zunehmende inklusive Beschulungsmaoglichkeiten den
Blick verstarkt auf die allgemeine Fachdidaktik und liefsen ihre Vorteile erkennen. Zum anderen
zeigten Forschungen, dass der Erwerb mathematischer Kompetenzen von Schulerinnen und Schu-
lern mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung nicht grundsatzlich anders verlauft als der von
Kindern ohne Forderbedarf (vgl. SCHAFER 2020, 11 f).

Seither wurde die Fachdidaktik zunehmend in die sonderpadagogische Wissenschaft aufgenom-
men und es erschienen zahlreiche wissenschaftliche Veroffentlichungen, z. B. von MOSER OPITZ,
RATZ, SCHAFERS oder WITTMANN, zur Mathematikdidaktik im Forderschwerpunkt geistige Ent-
wicklung.Auch der seit 2019 in Bayern gultige LehrplanPLUS fur den Forderschwerpunkt geistige
Entwicklung verweist im theoretisch ausgerichteten Fachprofil ausdrucklich auf die Bedeutung
der Fachdidaktik und berucksichtigt im Aufbau des Fachlehrplans fachdidaktische und entwick-
lungspsychologische Grundlagen. In logischer Konsequenz bildet der Lehrplan nun auch Mathe-
matik als Unterrichtsfach ab.

Damit kommt der Fachdidaktik Mathematik eine geschichtlich neue und fur die Forderung der
Schilerinnen und Schiler herausragende Bedeutung zu. SCHAFER fordert:

,Mathematik muss sich als eine sogenannte Kulturtechnik auch im FgE auf eine
mathematisch korrekte Fachdidaktik beziehen. Die in diesem Zusammenhang wich-
tige sonderpddagogische Akzentuierung mit Verweis auf die besonderen Bedarfe
der Schuler im FgE darf [...] nicht zur Etablierung fachwissenschaftlich fragwdirdi-
ger (z.T. falscher) (Sonder-) Wege fiihren.” (SCHAFER 2016, 4)

Die Grundlagen der Mathematikdidaktik und deren Bedeutung fur den Unterricht im Forder-
schwerpunkt geistige Entwicklung werden im folgenden Kapitel beschrieben, bevor im Anschluss
daran auf die Frage eingegangen wird, wie Schulerinnen und Schiler mit dem Forderbedarf geis-
tige Entwicklung Rechnen lernen.
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Mathematikunterricht in der Sonderpadagogik richtet sich an der allgemeinen Didaktik fir das
Fach Mathematik aus. Diese beruht auf dem Verstandnis von der Mathematik als Wissenschaft der
Muster und Strukturen (vgl. RATZ & WITTMANN 2011, 130). Diese Muster und Strukturen lassen
sich z.B.in Zahlzerlegungen, in der Multiplikation oder bei Parkettierungen finden. Sie stellen das
Grundgerust mathematischen Verstehens dar und werden zum zentralen Kern des Unterrichts. Die
Ausrichtung an der Mathematikdidaktik bedeutet auch ,eine Ablosung vom sonderpadagogischen
Konstrukt der Pranumerik hin zu einer Betonung der Numerik und des Zahlerwerbs von Beginn an
(SCHAFER 2020, 14).

SCHAFER beschreibt den arithmetischen Anfangsunterricht als die ,Entwicklung des Zahlbegriffs,
der numerischen Kompetenzen und der operativen Handlungen® (SCHAFER 2020, 86).

RATZ und WITTMANN differenzieren diese als die Grundideen der Arithmetik weiter aus:

Arithmetische GesetzmdfSigkeiten und Muster
Zahlen in der Umwelt
(RATZ & WITTMANN 2011, 138 zitiert nach PETER-KOOP 2016, 7)

0. Numerische Bewusstheit

1. Zahlreihe

2. Rechnen, Rechengesetze, Rechenvorteile
3. Zehnersystem

4. Rechenverfahren

5.

6.

DONGES Uberfiihrt diese Grundideen in flnf konkrete Kompetenzen, die beim Rechnenlernen als
grundlegend zu betrachten sind:

Zdhlen und Zdhlkompetenzen

Strukturierte Anzahlerfassung (Quasi-Simultanerfassung)
Einsicht in die Zerlegbarkeit von Zahlen (Teil-Ganzes Verstandnis)
Strukturiertes Zdhlen

Grundvorstellungen von Zahlen und Operationen

(DONGES 2016, 13 ff. zitiert nach SCHAFER 2020, 91)

R N =

Eine Konkretisierung und Beschreibung der beiden ersten komplexen Kompetenzbereiche ,Nu-
merische Bewusstheit” und ,Zahlreihe” leistet das
(vgl. SCHAFER 2020, 87).
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Differenz zwischen zwei Zahlen

Abbildung 1: Modell der Zahl-Grofsen-Verkniipfung nach KRAJEWSKI und ENNEMOSER;

KRAJEWSKI und ENNEMOSER beschreiben in ihrem Modell die Zahlbegriffsentwicklung Uber drei

Ebenen:

Die Ebene 1 beschreibt die Basisfertigkeiten, die am Anfang des Verknupfungsprozesses
stehen. Die Kinder unterscheiden Mengen,im Modell als ,Grofsen”bezeichnet,indem sie diese
ungenau miteinander vergleichen. Sie kennen erste Zahlworter, wobei sie noch kein kardina-
les Verstandnis und somit zwar Mengen zum Teil zahlen, aber nicht bestimmen konnen. Die
exakte Zahlwortfolge entwickelt sich nach und nach. Dabei gilt es,den Spaf3, den viele Kinder
am Zahlen haben, aufrechtzuhalten und zu nutzen, indem man beispielsweise das Zahlen im

Alltag immer wieder aufgreift.
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Auf der Ebene 2 entwickeln die Kinder Uber zwei qualitativ unterschiedliche Schritte ein
einfaches Zahlverstandnis, das heifst, Zahlwort und Menge werden miteinander verknupft.

Zunachst entwickelt sich in Phase a) die Einsicht in die unprazise GrofRenreprasentation.Dabei
werden Zahlen und Mengen grob in die Kategorien ,wenig"®,,viel“ oder ,sehr viel“ eingeordnet.
Die exakte Bestimmung der Anzahl sowie der Differenz spielen noch keine Rolle. Um diese
Teilkompetenz zu fordern, kann ein Vergleich von unterschiedlichen Anzahlen auf Abbildun-
gen eingefordert werden.

In Phase b) entwickelt sich daraus das differenzierte Verstandnis der prazisen GrofRenrepra-
sentation. Die Kinder ordnen jedem Zahlwort eine Menge zu, das heifst zum Beispiel, drei
Dingen wird die Zahl 3 zugeordnet. Die Einsicht in die unterschiedlichen Zahlprinzipien (Ein-
deutigkeitsprinzip, Prinzip der stabilen Ordnung, Kardinalprinzip, Abstraktionsprinzip, Prinzip
der Irrelevanz der Anordnung) ist dabei Voraussetzung.

Diese ersten beiden Ebenen bilden die Grundlagen fir das Rechnen.

Die Ebene 3 umfasst ein tiefes Zahlenverstandnis, das ,auf beginnende arithmetische Ein-
sichten” verweist (SCHAFER 2020, 89) und fungiert als Integrationsstufe der Ebenen 1 und 2.
Die Kinder zerlegen und setzen Zahlen zusammen und benennen die Differenz zwischen
zwei Zahlen.

(vgl. SCHAFER 2020, 87 ff.; SCHNEPEL & KRAHENMANN 2016, 10 f.; PETER-KOOP 2016, 6 f.)

Im ZGV-Modell sind ,Verschiebungen in der individuellen Entwicklung® (PETER-KOOP 2016, 7)
maoglich. Es konnen mehrere Entwicklungen parallel ablaufen und auf unterschiedlichen Repra-
sentationsformen und in verschiedenen Zahlenraumen gegeneinander verschoben sein. Ein Kind
kann ,moglicherweise im Zahlenraum bis 10 bereits auf Ebene 3 operieren, wahrend es im Zah-
lenraum Uber 100 erst noch die Zahlworter und damit Ebene 1 erwerben muss” (KRAJEWSKI &
ENNEMOSER 2013, 45f,, zitiert nach PETER-KOOP 2016, 7).

Das vorgestellte Modell spielt in der Mathematikdidaktik, besonders auch im Forderschwerpunkt
geistige Entwicklung eine wichtige Rolle, da sich anhand dessen ,mathematische Kompetenzen
auf einem basalen Niveau differenziert analysieren lassen und Zusammenhange zwischen den
Teilkompetenzen deutlich werden“(MOSER OPITZ 2016 et al., 127, zitiert nach SCHAFER 2020, 90).
Dies lasst gewinnbringende Ruckschlusse auf mogliche Fordermafinahmen zu, die bei Schulerin-
nen und Schiulern mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung bis in die Berufsschulstufe hinein
Lernfortschritte erzeugen kdnnen (vgl. RATZ 2012, 145 zitiert, nach SCHAFER 2020, 90). Deshalb
erscheint es sinnvoll, sich dabei an der Fachdidaktik des mathematischen Anfangsunterrichts so-
wie vorschulischen Bildungsangeboten zu orientieren (vgl. DONGES 2016, 13).
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Wahrend das numerische Verstandnis angebahnt wird, ist es sinnvoll, die Ziffern auch im Rahmen
eines Schreiblehrgangs zu thematisieren, damit diese optisch diskriminiert und in automatisierter
Weise korrekt, okonomisch und an der richtigen Stelle verschriftlicht werden konnen.

Im LehrplanPLUS werden u. a. folgende Kompetenzen zum Darstellen von Zahlen genannt:
,Die Schilerinnen und Schiiler ...

lesen und schreiben die Ziffern und Zahlen bis 10, indem sie
die Form einer Ziffer erfassen {(...).
Ziffern aufgrund ihrer Form unterscheiden und wiedererkennen.
die Ziffern mit den entsprechenden Zahlwértern kombinieren.
die Ziffern formtreu schreiben, auf einen bewegungsokonomischen Schreibablauf achten und Be-
grenzungslinien (z. B. Kdstchen) zunehmend einhalten.” (

abgerufen

am 06.11.2022)

Die Lehrkraft regt durch Lernangebote zu tatsachlichen bzw. auch mentalen Handlungen an, um
den Lernenden zu ermaoglichen, sich konstruktiv und entdeckend mit einem Inhalt auseinander-
zusetzen und tragfahige Vorstellungen von Mathematik aufzubauen (vgl. RATZ & WITTMANN
2011, 131 ff.). Neben diesem aktiven eigenen geistigen Tun kommt der Interaktion im Rahmen
eines kommunikativen Prozesses eine besondere Bedeutung beim Erkennen und Verstehen neuer
mathematischer Inhalte zu (vgl. HASEMANN & GASTEIGER 2020, 77).

Die Lehrkraft berucksichtigt bei den Lernangeboten fur die Schilerinnen und Schuler das sog.

EIS-Prinzip nach BRUNER. Die drei Buchstaben stehen fur die enaktive, ikonische und symbolische
Darstellungsform, die beim Rechnen Anwendung finden (vgl. HASEMANN & GASTEIGER 2020, 78):

10 ‘ @ Rechnenlernen im Zahlenraum 20+
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| Lisa hat 8 Bonbons.
. . . . . . . . . . Markus hat 3 Bonbons.
. Wie viele Bonbons haben sie
zusammen?
ikonisch symbolisch
Abbildung 2: EIS-Prinzip, Darstellungsmodi nach dem EIS-Prinzip von BRUNER; (abgerufen am

05.10.2022)

Enaktive Darstellungsform:
Eine Aufgabe wird durch konkrete Handlungen mit realen Gegenstanden gelost.
: Ich habe acht Legosteine und lege noch drei dazu. Wie viele sind es?
: Die Schulerin oder der Schuler legt acht echte Legosteine auf den Tisch. An-
schlieffend legt die Schulerin oder der Schuler drei Steine dazu und zahlt die Steine ab.

Ikonische Darstellungsform:
Eine Aufgabe wird mithilfe von Bildern oder anderen bildlichen Darstellungen gelost.
: Auf einem Bild sind acht Kinder im Klassenzimmer. Drei Kinder kommen
dazu.Wie viele sind es jetzt?
:Die Schulerin oder der Schuler nutzt ein Zwanzigerfeld zur Losung der Aufgabe,
indem z. B. acht Punkte rot ausgemalt und anschliefiend drei Punkte blau eingefarbt werden.
Dann nennt sie oder er das Ergebnis.

Symbolisch:
Eine Aufgabe wird durch sprachliche oder numerische Zeichen gelost.
: Lisa hat acht Bonbons. Markus hat drei Bonbons. Wie viele Bonbons haben
sie zusammen?
:8+3=11

Rechnenlernen im Zahlenraum 20+ @ ‘ 11



Die Schulerinnen und Schuler lernen diese drei verschiedenen Reprasentationsformen kennen und
setzen sie beim Losen eines Problems entsprechend ein (vgl. hitps:/pikas-mi.dzlm.de/node/224,
abgerufen am 05.10.2022). Dabei liegt das Vorgehen vom Konkreten zum Abstrakten nahe, also
von der enaktiven Uber die ikonische hin zur symbolischen Auseinandersetzung. Diese Abfolge
wird allerdings nicht als absolut gesetzt, viel bedeutender und wichtiger ist, flexibel zwischen den
verschiedenen Darstellungen wechseln und Ubersetzen zu konnen (vgl. HASEMANN & GASTEI-
GER 2020, 79).

2.2.4 Sprachforderliches Unterrichten
Im Mathematikunterricht spielt Sprache eine bedeutende Rolle. Die Schilerinnen und Schuler
nutzen sie ...

fiir das Verstandigen fiir das Verstehen mathema-

uber Mathematik und tischer Vorgange durch das
Sprechen.

(Vgl. Verboom, 2010, 96)

,In diesem Zusammenhang kommt der mathematischen Fachsprache eine beson-
dere Bedeutung zu. Diese Fachsprache beruht zum GrofSteil auf Fachbegriffen und
deren Verwendung. Da wir Fachbegriffe wie plus und minus oder auch Addition
und Subtraktion im Alltag eher nicht verwenden, miissen diese mit ihren Bedeu-
tungen sowie den entsprechenden Symbolen erlernt werden (Gétze & Hang, 2017,
68). So meint das Wort gréfser im Alltag etwas anderes als im Matheunterricht.”
(https.//pikas-kompakt.dzlm.de/node/3 3, abgerufen am 22.02.2023)

Um die Schulerinnen und Schuler beim Erlernen der mathematischen Fachsprache zu unterstut-
zen, ist es wichtig, dass ...

« nur mathematisch korrekte Begriffe eingefuhrt werden.

« ein einmal eingefuhrter Begriff konsequent beibehalten und verwendet wird (weil mehrere
Begriffe fur ein und dasselbe mathematische Ereignis eine grofiere Komplexitat bedeu-
ten und eine hohere Gedachtnisleistung erfordern).

« eingefuhrte Begriffe mit Piktogrammen und Gebarden erganzt werden.

« die eingefuhrten Begriffe auch unterstitzt kommunizierenden Schilerinnen und Schilern zur
Verfugung stehen.

« die genutzten Begriffe sowie zentrale Satzmuster in einem Wortspeicher notiert und visuali-
siert werden.

« die zu verwendenden Begriffe und Satzmuster mit allen Kolleginnen und Kollegen kommu-
niziert werden und eine Einigkeit Uber deren Verwendung besteht.

12 ‘ @ Rechnenlernen im Zahlenraum 20+



der Wortspeicher gut sichtbar im Klassenzimmer den Kindern und Jugendlichen sowie den
Kolleginnen und Kollegen zuganglich ist.
die Lehrkraft durch ihr eigenes Sprachhandeln ein Vorbild fur die Schilerinnen und Schuler

darstellt.

Um den Schulerinnen und Schulern das Verstehen mathematischer Vorgange mithilfe von Sprache
zu ermoglichen, ist es wichtig, dass ...
die Lehrkraft den Kindern und Jugendlichen mit dem Forderbedarf geistige Behinderung
auch das Sprechen dber Mathematik zutraut.
Anlasse zum Sprechen Uber mathematische Situationen geschaffen werden und die Lehr-
kraft Beschreibungen oder Einschatzungen dazu von den Schulerinnen und Schulern einfor-

dert.

die Kinder und Jugendlichen sich ggf. sogar gegenseitig — unter Begleitung der Lehrkraft -
Zusammenhange erkldren.

| ]
SINNVOLL UBEN E I .

jg B E

Damit Schilerinnen und Schiler mathematische Inhalte verstehen konnen, bedarf es eines Auf-
baus an tragfahigen Grundvorstellungen von Mengen, Rechenoperationen und Strategien. Nur so
konnen die groRen Hurden im mathematischen Lernprozess, das verfestigte, zahlende Rechnen
sowie Probleme beim Stellenwertverstandnis angegangen und iberwunden werden (vgl. WARTHA
& SCHULZ 2011, 3 - 10). Entscheidend fir den Aufbau von Grundvorstellungen ist, dass konkrete
Handlungen an geeigneten Materialien zu gedanklichen Operationen umgebaut werden (vgl. VOM
HOFE 1995, zitiert nach WARTHA & SCHULZ 2011, 11). Dieser Umbau erfolgt durch ein sukzessives
Ablosen vom Rechnen mit Material. Nach WARTHA und SCHULZ gelingt eine solche Ablosung Uber
vier Abstraktionsstufen:

PHASE 2 Das Kind beschreibt NUR die Handlung MIT Sicht auf das Material.
PHASE 3 Das Kind beschreibt die Handlung OHNE Sicht auf das Material.
PHASE 4 Das Kind arbeitet OHNE Material auf der symbolischen Ebene.

Abbildung 3: Das Vierphasenmodell nach WARTHA & SCHULZ 2011; ISB
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In liegt das Rechenmaterial sichtbar auf dem Tisch. Die Schulerin oder der Schuler Lost
die Aufgabe, indem sie oder er das Material entsprechend nutzt, legt bzw. verandert. Dabei ist zu
berucksichtigen, dass den Lernenden der korrekte Umgang mit dem entsprechenden Material ver-
traut ist (vgl. WARTHA & SCHULZ 2011, 12). AufRerdem ist es fur ein erfolgreiches Agieren in den
nachfolgenden Phasen von besonderer Bedeutung, dass die Schulerinnen und Schuler ihr Han-
deln versprachlichen.

Auch in liegt das Material fur die Schilerinnen und Schaler sichtbar auf dem Tisch. Sie
handeln nun allerdings nicht mehr selbst damit, sondern beschreiben die notwendigen mathe-
matischen Handlungen einer Partnerin oder einem Partner, die diese stellvertretend ausfuhren.
Dabei achten sie darauf, dass die Handlungen von ihrem Gegenuber korrekt umgesetzt werden.
Das Gegenuber kann eine Lehrkraft oder eine Mitschulerin bzw. ein Mitschuler sein.

In versprachlichen die Schulerinnen und Schuler die Handlungsschritte, ohne das Mate-
rial dabei sichtbar vor sich zu haben. Die Handlung muss also ausschlieBlich in der Vorstellung
nachvollzogen werden, wodurch der Abstraktionsgrad deutlich zunimmt. Das Material liegt dabei
hinter einem Sichtschutz. Ein Gegenuber fuhrt die Handlungsanweisungen nach Beschreibung der
Schulerinnen und Schaler stellvertretend aus. Gegebenenfalls kann als Hilfestellung der Sicht-
schutz kurz weggenommen werden, falls die Schulerinnen und Schuler sich orientieren mussen,
um die Aufgabe weiter zu losen.

In losen die Schalerinnen und Schuiler die Aufgabe ohne den Einsatz eines Materials. Die
Handlungsschrittewerdenverbalisiertoderausschliefdlichgedacht(vgl.
, abgerufen am 06.11.2022).

,Es sei darauf hingewiesen, dass dieses Phasenmodell nicht als Stufenmodell zu sehen ist” (WAR-
THA & SCHULZ 2011, 13). Nicht jede Schulerin bzw. jeder Schuler muss explizit alle Phasen durch-
laufen, und es mussen nicht alle Phasen explizit durchgefluhrt werden. Vielmehr ist zu beachten,
dass der Wechsel von einer Stufe zur nachsten erfolgt, wenn die jeweilige Schulerin bzw. der
jeweilige Schuler eine gewisse Routine und Sicherheit auf der aktuellen Stufe erlangt hat. ,Kin-
der und Jugendliche mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung benotigen teilweise mehr Zeit
auf einer Stufe bzw. erreichen ggf. nicht alle Stufen”(

,abgerufen am 06.11.2022).
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Im Mathematikunterricht nimmt das Uben eine zentrale Rolle ein. Dabei wird Uben ,als Pro-
zess verstanden, bei dem eine Kompetenz, z. B. die Rechenkompetenz, durch das Losen mehrerer
gleichartiger Aufgaben ausgebaut wird” (WITTMANN 1992, 177, zitiert nach

,abgerufen am 21.3.2023).

Dabei geht es nicht ausschlieflich um das Automatisieren, sondern es werden verschiedene
Aspekte berucksichtigt, sodass die Schulerinnen und Schaler tragfahige und auf Verstandnis
beruhende Kompetenzen aufbauen:

grundlegendes Uben

beziehungsreiches Uben

strukturiertes Uben

automatisierendes Uben

UBEN

OHNE MATERIAL

beziehungs- automati-
reich sierend

grundle- struktu-

gend _— riert

MIT MATERIAL

Abbildung 4: Verschrinktes Uben; (abgerufen am 21.3.2023)

Am Anfang des Ubungsprozesses steht das grundlegende Uben, das weitere Ubungsformen er-
leichtert. Den Schilerinnen und Schilern muss genug Zeit gelassen werden, damit sie ein grund-
legendes Verstandnis fur den jeweiligen Lerninhalt aufbauen konnen. Sprachlich begleitete Mate-
rialhandlungen unterstutzen dies. Sollen die Schulerinnen und Schuler z. B. eine Grundvorstellung
zur Additionsaufgabe 6 + 5 aufbauen, konnen sie dies mithilfe von Plattchenlegen innerhalb eines
Zwanzigerfeldes anbahnen. Zentral dabei ist, dass der Umgang mit dem Material versprachlicht
wird.

Das beziehungsreiche Uben dient dazu, Zusammenhange und Analogien zwischen verschiedenen

Aufgaben erkennen und nutzen zu konnen. Die Schilerinnen und Schuler sollen diese Beziehun-
gen nach und nach selbstandig durchschauen und gezielt einsetzen, damit sie Aufgaben moglichst
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geschickt und ohne zahlendes Rechnen losen. Der Einsatz von Material kann dabei ggf. unterstut-
zen. Um beispielsweise die Aufgabe 4 + 3 zu losen, kann die automatisierte Verdopplungs- und
Nachbaraufgabe 3 + 3 genutzt werden.

SchlieBlich soll im Mathematikunterricht das strukturierte Uben Eingang finden. Die Schiilerin-
nen und Schuler werden mithilfe solcher Aufgabenstellungen dazu angeleitet, eine mathemati-
sche Situation oder Regel zu entdecken. Dabei spielt es keine Rolle, ob diese Aufgaben mit Mate-
rial oder als reine Rechnungen angeboten werden. Eine solche Aufgabenstellung kann z. B. sein:
Wir biindeln immer zehn Einzelne zu einem Zehnerbindel. Wie viele Zehnerblindel entstehen?”
Die Kinder und Jugendlichen kénnen dabei zwei Erkenntnisse erlangen: Namlich zum einen, dass
in Abhangigkeit von der Anzahl der Einzelnen wiederholt Zehnerbindel gebildet werden konnen,
und zum anderen, dass dabei Einzelne oder Einer Ubrig oder auch nicht ubrig bleiben konnen.Eine
solche Art von Aufgabenstellung kann zum Beispiel aber auch durch Aufgabenpdckchen gestellt
werden:

P EE: A

3+3=6
4+3=7
5+3=8
6+3=...

L /+3=... )

Abbildung 5: Sinnvolles Uben mit Rechenpéickchen; ISB

Entscheidend fur den Erkenntnisprozess ist es, dass die Lehrkraft die Schulerinnen und Schuler
dazu anregt, ihre Beobachtungen und Vermutungen verbal zu beschreiben. Werden solche Auf-
gaben von den Kindern und Jugendlichen geldst, ohne dass die darin liegende Regelhaftigkeit
thematisiert wird, bleibt eine wichtige Lernchance ungenutzt.

Haben die Schulerinnen und Schuler umfassende Grundvorstellungen zum entsprechenden ma-
thematischen Inhalt aufgebaut, folgt das automatisierende Uben. Dadurch werden die durch Ver-
standnis gepragten Kompetenzen gefestigt, sodass die Schulerinnen und Schuler diese effizient

anwenden konnen (vgl. ,abgerufen am 21.3.2023).
JAlle vier Formen des Ubens greifen ineinander und sind zu einem bestimmten Zeitpunkt im
Ubungsprozess sinnvoll und gleichermafen wichtig.” ( ,abgerufen

am 21.3.2023)

Of 30

SINNVOLL UBEN
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Muster Zahlen
und und
Strukturen  Operationen

GréBen Raum Daten Kommunizieren
und und und
tieren Messen Form Zufall
argumen

rwenden
- stellungen Ve
probleme 16s€n LR

modelﬁeren

Motorik und Denken und Kommunikation Emotionen und
Wahrnehmung Lernstrategien und Sprache soziales Handeln

Abbildung 6: Kompetenzstrukturmodell Mathematik;
(abgerufen am 06.10.2022)

Im Kompetenzstrukturmodell des LehrplanPLUS wird das Fach Mathematik gemaf’ der Bildungs-
standards in funf Gegenstandsbereichen abgebildet:

Muster und Strukturen

Zahlen und Operationen

Grofien und Messen

Raum und Form

Daten und Zufall

In jedem dieser Gegenstandsbereiche werden Muster und Strukturen thematisiert, in ganz ele-
mentarer Form im Gegenstandsbereich ,Muster und Strukturen®.

Neben den inhaltsbezogenen Kompetenzen aus den Gegenstandsbereichen wird besonderer Wert
auf die prozessbezogenen Kompetenzen gelegt. Diese sind im Kompetenzstrukturmodell in einem
Ring um die Gegenstandsbereiche angeordnet. Sie sind nicht voneinander getrennt zu betrachten,
sondern werden in der Auseinandersetzung mit Mathematik verschrankt angewendet (vgl. SCHA-
FER 2020, 70 f.).
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,Mathematische Kenntnisse, Fertigkeiten und Fahigkeiten bei der Bearbeitung problemhaltiger
Aufgaben anwenden;
Losungsstrategien entwickeln und nutzen (z. B. systematisch probieren);
Zusammenhdnge erkennen, nutzen und auf dhnliche Sachverhalte libertragen”
(KMK 2013, 4, zitiert nach SCHAFER 2020, 71).

Es ist wichtig, das Losen von mathematischen Problemen in einen fur die Schalerinnen und Schu-
ler relevanten Lebensweltbezug zu setzen. Daher bieten sich Aufgabenstellungen z. B. in den
Bereichen Sachunterricht, Hauswirtschaft, Arbeitslehre und Berufsorientierung an (vgl. SCHAFER,
PETER-KOOP, WOLLRING 2019, 485).

,Eigene Vorgehensweisen beschreiben, Losungswege anderer verstehen und gemeinsam dariiber
reflektieren;
mathematische Fachbegriffe und Zeichen sachgerecht verwenden;
Aufgaben gemeinsam bearbeiten, dabei Verabredungen treffen und einhalten®
(KMK 2013, 4, zitiert nach SCHAFER 2020, 72).

Mathematik kann als erste Fremdsprache betrachtet werden, weswegen es wichtig ist, die Ver-
wendung von Begriffen und Zeichen sowie die Beschreibung eigener Vorgehensweisen durch die
Schulerinnen und Schaler gezielt im Unterricht in den Blick zu nehmen und anzubahnen. Dabei
konnen das immer wiederkehrende Sprachvorbild der Lehrkraft sowie die Erstellung und Verwen-
dung von Wortspeichern einen wichtigen Beitrag leisten (vgl. SCHAFER 2020, 72). Dadurch wird
die konstante Verwendung der gleichen Begrifflichkeiten sowohl fur die Schulerinnen und Schuler
als auch fur das gesamte Lehrpersonal erleichtert. Bei Bedarf kommen an dieser Stelle Hilfsmittel
der Unterstutzten Kommunikation zum Einsatz.

~Mathematische Aussagen hinterfragen und auf Korrektheit prtifen;
mathematische Zusammenhdnge erkennen und Vermutungen entwickeln,
Begriindungen suchen und nachvollziehen®

(KMK 2013, 4, zitiert nach SCHAFER 2020, 73).

Um Schalerinnen und Schulern mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung mathematische Er-
kenntnisse zu ermaoglichen, ist es wichtig, sie zu Vermutungen anzuregen und diese, auch wenn
sie zunachst abwegig klingen mogen, begrinden zu lassen und ernst zu nehmen.

Durch vertiefende Gesprache, Anschauungsmaterial, Modelle oder Losungswege werden die Ver-
mutungen gemeinsam auf ihre Richtigkeit hin Uberprift und bewertet.

Auch sollten Lehrkrafte die Schulerinnen und Schiler immer wieder auffordern, Ergebnisse zu
hinterfragen und zu begriinden, unabhangig davon, ob sie richtig oder falsch sind (vgl. SCHAFER
2020, 73).
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Modellieren umfasst:
« ,Sachtexten und anderen Darstellungen der Lebenswirklichkeit die relevanten Informationen

entnehmen;
< Sachprobleme in die Sprache der Mathematik libersetzen und diese Losungen auf die Ausgangs-
situation beziehen;
« zu Termen, Gleichungen und bildlichen Darstellungen Sachaufgaben formulieren”
(KMK 2013, 5 zitiert nach SCHAFER 2020, 74).

Folgendes Modell in Anlehnung an BLUM und LEISS verdeutlicht den Modellierungskreislauf in
der Auseinandersetzung mit mathematischen Fragestellungen:

Sachsituation mathematisieren Mathematische
Situation

prufen rechnen
darlegen schatzen
argumentieren messen

Folgerungen fur die interpretieren Mathematische
Situation Losung

Abbildung 7: mathematischer Modellierungskreislauf nach WALTER 2021 ISB, erstellt in Anlehnung an WALTER

Eine Sachsituation gilt es zu mathematisieren, so dass ein mathematisches Modell zur Losung der
Situation herangezogen werden kann. Dies geschieht in der Regel durch Rechnen, Schatzen oder
Messen. Das sich daraus ergebende mathematische Ergebnis ist zu interpretieren, damit Folgerun-
gen fur die Situation erschlossen werden konnen. Im Anschluss werden diese Folgerungen gepruft
dargelegt und erklart, so dass sich die Problemsituation losen lasst.

Darstellen umfasst:

« Fur das Bearbeiten mathematischer Probleme geeignete Darstellungen entwickeln, aus-
wdhlen und nutzen;
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« eine Darstellung in eine andere (bertragen;
- Darstellungen miteinander vergleichen und bewerten”
(KMK 2013, 5 zitiert nach SCHAFER 2020, 75).

Die Schulerinnen und Schuler lesen und entwickeln jeweils passende, unterschiedliche Formen
der Darstellung, wie ,erlebte oder selbst vollzogene Handlungen, Gesten, sprachliche Darstel-
lungen, Fotos, Abbildungen, Rechnungen, Skizzen, Tabellen® (https//www.lehrplanplus.bayern.de/
fachprofil/foerderschule/mathematik/foerderschwerpunkt/geistige-entwicklung/1, abgerufen am
06.10.2022). Zusatzlich eignet sich haufig auch die Darstellung von Situationen mittels mathema-
tischer Anschauungs- und Arbeitsmaterialien.

Im Mathematikunterricht geht es also nicht um das ausschlief3liche Aneignen von Kenntnissen
und Fahigkeiten, sondern um eine solide mathematische Grundbildung, die die allgemeinen Kom-
petenzen in den Blick nimmt (vgl. HASEMANN & GASTEIGER 2020, 82).

Im Folgenden wird vertiefend auf den arithmetischen Anfangsunterricht eingegangen, der fur das
Rechnen im Zahlenraum 20+ grundlegend ist und somit den Kern dieser Veroffentlichung darstellt.

2.4 Inhaltlicher Aufbau des Praxisteils

Anknupfend an
« die Grundideen der Arithmetik nach RATZ und WITTMANN,
- die funf grundlegenden Aspekte des Rechnenlernens nach DONGES und
« das Zahlen-Grofien-Verknupfungsmodell nach KRAJEWSKIJ) und ENNEMOSER

werden in dieser Veroffentlichung die folgenden Teilkompetenzen genauer betrachtet, deren Be-
deutung fur das Rechnenlernen verdeutlicht und Umsetzungsmaglichkeiten fir den Unterricht
aufgezeigt:

« Teilkompetenz: Zahlen

« Teilkompetenz: Anzahlen simultan und quasi-simultan erfassen

« Teilkompetenz: Mengen vergleichen und Relationszeichen nutzen

« Teilkompetenz: Teil-Ganzes-Konzept nutzen

« Teilkompetenz: Bindeln

« Teilkompetenz: Stellenwerte verstehen

« Teilkompetenz: Grundvorstellungen von Rechenoperationen nutzen: Addition und Sub-
traktion

« Teilkompetenz: Rechenstrategien anwenden

Das muss man im Blick behalten:
Die einzelnen Teilkompetenzen sind weder separat voneinander zu betrachten noch folgen

sie einer linearen Abfolge. Vielmehr gilt es, deren Entwicklung in gegenseitiger Verschran-
kung anzuregen und zu fordern.
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Abbildung 8: Schiilerin und Schtiler beim Rechnen mit Material; ISB

Schulerinnen und Schiler mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung erwerben mathematische
Kompetenzen in gleicher Weise wie Schulerinnen und Schuler ohne Forderbedarf. Dies konnten
MOSER OPITZ, RATZ und SIEGEMUND in verschiedenen Studien belegen (MOSER OPITZ 2008,
RATZ 2009 und 2012 und SIEGMUND 2016). Allerdings erfolgt die Entwicklung ihrer mathemati-
schen Kompetenzen in einem langsameren Lerntempo (vgl. SCHAFER & PETER-KOOP & WOLL-
RING 2019, 480). Sie stof’en beim Rechnenlernen auch schneller an individuelle Grenzen des
Kompetenzausbaus.
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Studien von RATZ sowie DWORSCHAK, KANNEWISCHER, RATZ und WAGNER zeigen auf, in welchen
Zahlenraumen Schalerinnen und Schiler mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung rechnen. Sie
weisen darauf hin, dass sich etwa 20 Prozent der entsprechenden Schulerinnen und Schuler (oft
bis zum Schulabschluss) im Zahlenraum bis 10 bewegen (vgl. RATZ 2016, 16). Die Studie SFGE Il
,Schilerschaft mit dem Forderschwerpunkt geistige Entwicklung® von 2021 bestatigt die Zahlen
der vorangegangenen Studie SFGE | im Bereich der mathematischen Kompetenzen (vgl. KRO-

SCHEWSKI 2021, 152).

Kompetenz
Basisfertigkeiten

Die Schilerinnen und Schuler benennen die
Zahlen im ZR 10 mit dem richtigen Zahlwort.

Ergebnisse der SFGE Il

GSST: 25,2 %
MSST: 81,8 %

Die Schilerinnen und Schuler sagen die
Zahlenfolge bis 20 vorwarts richtig auf.

GSST: 279 %
MSST: 62,1 %

Die Schilerinnen und Schiler benennen
Vorganger und Nachfolger im ZR 100.

Prazise Grofienreprasentation

Kardinalverstandnis:
Die Schilerinnen und Schuler ordnen einer Zahl
die richtige Anzahl an Objekten zu.

GSST: 8,8 %
MSST: 18,7 %

GSST:19,7 % im ZR 5
GSST: 25,4 % im ZR 10
GSST: 20,2 % im ZR 20
MSST: 25,4 % im ZR 100

Zahlenvergleich:
Die Schilerinnen und Schuler unterscheiden
Anzahlen anhand ihrer Grofse.

Grundrechenarten

Die Schulerinnen und Schuler addieren (mit oder
ohne Material).

GSST:13,9 % imZR 5
GSST: 15,1 % im ZR 10
MSST: 24,8 % im ZR 100

GSST: 16,9 % im ZR 10 mit Material
GSST: 10,7 % im ZR 10 ohne Material
GSST: 6,3 % im ZR 100 mit Material
GSST: 5,2 % im ZR 100 ohne Material
MSST: 24,0 % im ZR 100 mit Material
MSST: 15,6 % im ZR 100 ohne Material

Subtraktion

8,6 % der Schulerinnen und Schuler subtrahie-
ren im Zahlenraum bis 20 ohne Material.

Multiplikation und Division

15,7 % der Schilerinnen und Schiler multipli-
zieren mit Material (10,7 % ohne Material)

9,1 % der Schulerinnen und Schuler dividieren
mit Material (5,6 % ohne Material)

Anmerkung zu Abkiirzungen: GSST = Grundschulstufe BSST = Berufsschulstufe
SuS = Schiilerinnen und Schiiler MSST = Mittelschulstufe ZR = Zahlenraum
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Die Entwicklung des Rechnenlernens hangt von individuellen Voraussetzungen der Schilerinnen
und Schuler mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung in den folgenden grundlegenden Ent-
wicklungsbereichen ab (vgl. SCHAFER 2020, 14 ff. und GAIDOSCHIK 2013, 9 ff)):

Die Wahrnehmung umfasst die Aufnahme und Verarbeitung von Sinneseindricken. Beeintrach-
tigungen in diesem Bereich konnen als Sinnesbehinderungen oder als zentrale Wahrnehmungs-
storungen auftreten. Das Erlernen mathematischer Kompetenzen kann insbesondere durch eine
beeintrachtigte Diskriminierung visueller (z. B. ahnlich aussehende Zahlen, ungeordnete Mengen)
und auditiver Informationen (z. B. die Zahlen Zwei und Drei) erschwert werden.

Die Motorik beinhaltet alle (auch koordinatorische) Bewegungen des Stutz- und Bewegungsap-
parates. Beim Erwerb mathematischer Kompetenzen ist bedeutsam, inwiefern die Schilerinnen
und Schuler die Auge-Hand-Koordination steuern bzw. mathematische Handlungen selbststandig
ausfuhren (z. B. Material beim Abzahlen antippen, Zahlen schreiben) kdnnen. Auch ist ein intaktes
Raum-Lage-Verstandnis fur mathematisches Handeln notwendig.

Denkprozesse werden stark beeinflusst von der Gedachtnisleistung. Das Erinnern ist ein komple-
xer Prozess zwischen Wahrnehmung, Handlung, Verarbeitung und Speicherung. Hierbei gibt es
verschiedene Modelle, wie z. B. das Drei-Speicher-Modell (vgl. PITSCH, LIMBACH-REICH 2019, 61
ff.). ,Grundsatzlich konnen Schwierigkeiten der Geddchtnisbildung wie Gedachtnisnutzung in je-
dem Teilprozess auftreten, bei der Aufnahme, der Verarbeitung und Speicherung und beim Abruf®
(PITSCH, LIMBACH-REICH 2019, 73). Bei Schulerinnen und Schilern mit dem Forderbedarf geis-
tige Entwicklung besteht eine kognitive Beeintrachtigung, die mit einer reduzierten Gedachtnis-
leistung verbunden ist. Der nachhaltige Gedachtniszuwachs steigt langsamer an. Visuelle Inhalte
werden dabei meist besser im Gedachtnis integriert als auditive Inhalte (vgl. PITSCH, LIMBACH-
REICH 2019, 78).

Betrachtet man die Phasen im Lernverlauf nach KOBI - Motivation, Widerstandserleben, Prob-
lemlosung, Tun, Verfestigen und Transfer — kommt es sehr stark auf die individuellen vorangegan-
genen Lernvoraussetzung an (vgl. PITSCH, LIMBACH-REICH 2019, 223). So kann der Lernprozess
von der Befriedigung der Grundbedurfnisse, der Wahrnehmungsleistung, der Konzentrations- und
Ausdauerleistung, der Handlungsplanung, der Problemlosefahigkeit, der Gedachtnisleistung sowie
mangelnder Transferfahigkeiten auf anderes Material abhangig sein und das Erlernen von mathe-
matischen Kompetenzen beeinflussen (vgl. PITSCH, LIMBACH-REICH 2019, 18 f.).

Die akustische Prasentation von Inhalten sowie das Sprechen Uber gelernte Inhalte tragen maf-
geblich zu Lern- und Speicherprozessen bei. Grundsatzlich lasst die Sprachentwicklung keine
Ruckschlusse auf mathematische Kompetenzen zu. Dennoch sind sprachliche Aspekte, wie die
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Grofse des Alltagswortschatzes, die rezeptive und expressive Sprachentwicklung sowie Formen
der Unterstutzten Kommunikation (z. B. Symbolkarten, elektronische Hilfsmittel, Gebarden) beim
Aneignungsprozess mathematischer Kompetenzen und des mathematischen Wortschatzes von
Bedeutung.

Emotionen haben einen wichtigen Einfluss auf chemische und neurale Reaktionen des Gehirns.
Sie sind ein subjektiver Ausdruck und rufen bestimmte Korperreaktionen hervor (vgl. PITSCH, LIM-
BACH-REICH 2019, 83 f.). Wichtig fur den mathematischen Kompetenzerwerb sind die intrinsische
Motivation, individuelle Interessen, Impulsivitat, Reflexivitat sowie die Frustrationstoleranz.

Neben diesen individuellen Voraussetzungen bedingen auch soziobiographische Ressourcen die
Entwicklung des Rechnenlernens, z. B.
Anregungsreichtum im familidren Umfeld, etwa sprachliche und kognitive Voraussetzun-
gen der Eltern, Interaktion zwischen Geschwisterkindern oder Gleichaltrigen, Vorhanden-
sein eines Kinderzimmers mit Spielsachen, Gewichtung schulischer Inhalte
Vorerfahrungen vor Schuleintritt: Spielerfahrungen, Freizeitbeschaftigungen, Umfang des
Medienkonsums
Institutionelle Fordermoglichkeiten: raumliche oder personelle Ressourcen, Ausstattung,
Differenzierungsmoglichkeiten, Aufarbeitung der Inhalte, Zutrauen der prozessbezogenen
Kompetenzen

Die mathematische Leistungsfahigkeit der Kinder und Jugendlichen ergibt sich aus dem Zusam-
menspiel dieser individuellen und soziobiografischen Entwicklungsvoraussetzungen und ist bei
Schulerinnen und Schulern mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung sehr heterogen. Bei der
Planung von Unterricht sind diese individuellen Lernvoraussetzungen daher sehr differenziert zu
bertcksichtigen (vgl. SIEGEMUND 2016, 67 ff.).
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,Fur Lernende im Forderschwerpunkt geistige Entwicklung (FgE) ist die Entwicklung des Zahlbe-
griffs ein zentrales, jedoch anspruchsvolles Ziel." (SCHNEPEL, KRAHENMANN 2016, 10)

Fur die Schalerinnen und Schaler ist ein langsames und in klare Schritte gegliedertes Erarbeiten
neuer Sachzusammenhange hilfreich. Aukerdem bedurfen sie intensiver Ubungsphasen auch bis
in ein hoheres Lernalter (vgl. RATZ, WITTMANN 2011, 135 ff.und SIEGEMUND 2016, 114 ff.).

Im Einzelnen unterstutzen folgende Mafinahmen den Lernprozess von Schulerinnen und Schulern
mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung:

Fur Schulerinnen und Schuler mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung ist eine individuelle
Lernplanung fur die Gestaltung von Lernprozessen von hoher Bedeutung. Daflir muss der indivi-
duelle Entwicklungsstand festgestellt werden. SCHAFER verweist fur die Diagnostik auf verschie-
dene standardisierte oder informelle Verfahren (vgl. SCHAFER 2020, 52 ff.):

Standardisierte Verfahren:
OTZ - Osnabrucker Test zur Zahlbegriffsentwicklung
TEDI-MATH - Test zur Erfassung numerischrechnerischer Fertigkeiten

Informelle Verfahren:
EMBI - Elementar mathematisches Basisinterview
Weifdblatttest bzw. strukturierte Beobachtung

Nach der Feststellung der Lernausgangslage erfolgt in der Forderplanung die Festlegung der in-
dividuellen Ziele sowie der unterrichtlich-padagogischen Angebote. Diese mussen immer wieder
evaluiert und ggf. neu formuliert werden.

Um Lernprozesse der Schualerinnen und Schiler zu unterstitzen, muss die Lernumgebung ange-
messen strukturiert werden:
Vorbereitete Aufgabenstellungen und benotigte Hilfsmaterialien sind Ubersichtlich und
thematisch geordnet fur die Schulerinnen und Schuler zuganglich.
FUr die Arbeit mit Materialien verwenden die Lehrkrafte sowie die Schulerinnen und Schu-
ler eine einfarbige dunkle Teppichfliese. Diese lenkt den Fokus auf die Handlungen mit
dem Material, erleichtert das Greifen und verhindert ein Wegrollen von runden Materialien.

Rechnenlernen im Zahlenraum 20+ @ ‘ 25



Fir eine Demonstration achtet die Lehrkraft darauf, dass die Schulerinnen und Schuler
frontal vor ihr sitzen (z. B. kleiner Halbkreis vor der Teppichfliese) und sie selbst alle Hand-
lungen ,auf dem Kopf* durchfiihrt (z. B. Schreiben von Zahlen, Legen von Stellenwerten).
Dies garantiert, dass die Kinder und Jugendlichen die Handlungen von links nach rechts
verfolgen und Zahlen lesen kdnnen. Eine solche ,Aufdem- Kopf-Demonstration fordert
der Lehrkraft Voriiberlegungen und etwas Ubung ab.

Optisch reduzierte Arbeitsblatter, die moglichst nur fur die Aufgabenstellung notwendige
Bebilderungen enthalten, erleichtern den Schuilerinnen und Schilern das Erfassen und
Losen der Aufgabe.

Wortspeicher werden moglichst immer an der gleichen Stelle im Klassenzimmer aufge-
hangt, wobei das Plakat in einer reizarmen Umgebung platziert werden sollte.

Gerade mit Blick auf Jugendliche in hoheren Jahrgangsstufen ist es wichtig, die mathematischen
Situationen und die Anwendung von Rechenoperationen auf deren aktuelle und zukunftige Le-
bensrealitat auszurichten. Daher thematisiert die Lehrkraft mit den Schalerinnen und Schuilern
zunehmend den Einsatz von Hilfsmitteln auch in niedrigen Zahlenraumen, wie z. B. die Taschen-
rechnerfunktion auf einem Smartphone oder ein Taschenrechner. Die Zielsetzung dabei ist stets,
die Jugendlichen auf moglichst selbststandiges Handeln in Alltagssituationen vorzubereiten, die
mathematisches Denken erfordern.

Gerade bei Schulerinnen und Schulern mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung ist mit einer
langeren Verweildauer bei einem mathematischen Thema zu rechnen. Es kann sein, dass es zu
einer Mechanisierung oder zu frustrierenden Momenten kommt. Daher sollten die individuellen
Lernerfolge, auch ganz besonders der Erwerb von kleinen Teilkompetenzen, gemeinsam reflek-
tiert und notiert werden. So wird den Kindern und Jugendlichen der eigene Lernprozess bewusst
und ihre Motivation wird gefordert.
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4 Teilkompetenzen des Rechnens im Zahlenraum
20+ und deren Forderung

4.1 Teilkompetenz: Zahlen

4.1.1 Was versteht man unter Zahlen und Zahlkompetenz?

Zahlen und Zahlkompetenz
,Zahlen konnen bedeutet, eine Anzahl oder eine Position innerhalb einer Reihe zu bestimmen, und
ist eine unverzichtbare Voraussetzung um Rechnen zu lernen. (DONGES 2016, 12).

Abbildungen 9 und 10: Resultatives Zihlen; ISB

,Dazu gehoren neben der Kenntnis der Zahlwortreihe und der Einsicht, dass diese
unverdnderbar ist, auch das resultative Zahlen zur Bestimmung von Anzahlen, bei
dem eine Eins-zu-eins-Zuordnung zwischen den zu zdhlenden Objekten und den
Jeweiligen Zahlwartern hergestellt werden muss. Hinzu kommt das Wissen, dass das
letztgenannte Zahlwort auf die Gesamtzahl verweist (Kardinalzahlprinzip).”
(SCHAFER 2016, 8)

Um die Zdhlkompetenz zu erwerben, missen folgende Z:nhlprinzipien erfasst werden (vgl. DON-
GES 2016 nach SCHERER, MOSER, OPITZ 2010, S.96):

Eindeutigkeit Erkenntnis, dass jeder gezahlten Menge nur
ein Zahlwort zugeordnet werden kann

Abbildung 11: Prinzip der Ein-
deutigkeit; ISB
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Erkenntnis, dass die Reihenfolge der Zahl-
worter festgelegt ist und gleich bleibt, egal bei
welcher Zahl mit dem Zahlen begonnen wird

Abbildung 12: Prinzip der stabi-
len Ordnung; ISB

Erkenntnis, dass immer das letzte Zahlwort die
Gesamtanzahl angibt

B2 B5.0.H 3

Abbildung 13: Kardinalzahlprin-
zip; ISB

Erkenntnis, dass die Anordnung der Objekte
fur das Zahlen unbedeutend ist

Abbildung 14: Prinzip der Irrele-
vanz der Anordnung; ISB

Ebenso wichtig ist es fur den Erwerb der Zahlkompetenz, die verschiedenen Funktionen, die Zah-
len Ubernehmen konnen, die Zahlaspekte (vgl. RATZ, WITTMANN 2011, 139), zu unterscheiden:

Zahl als Bezeichnung einer Menge ,Das sind insgesamt funf.’
= kardinaler Aspekt

Zahl zur Bestimmung einer Position ,Das ist der Vierte in der
= ordinaler Aspekt Reihe”

Zahl zur Bestimmung einer Mafeinheit z.B.1 Euro, 1 €, 180 Meter,
180 m

Zahlen als Bestandteil einer Rechnung z.B.3+2=5

Zahlen in einer Folge als Code z.B. Telefonnummer, Num-
mernschild

Die Schalerinnen und Schiler mussen die
Null als das Nichtvorhandensein von et-
was verstehen und gleichzeitig erkennen,
dass die Null ein wichtiges Element der
Zahlwortreihe ist.
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Die numerische Bewusstheit, die Zahlkompetenzen und die Anwendung der vollstandig rever-
siblen Zahlwortreihe bilden Grundlage und Ausgangspunkt fur die Einsicht in mathematische
Prozesse (vgl. RATZ, WITMANN 2011, 138).

Diagnostische Leitfragen:
Welche Vorerfahrungen bringt die Schulerin bzw. der Schiler zum Zahlen und im Umgang
mit Zahlen mit (z. B. Abzahlverse, Erfahrungen mit Brettspielen, Nennen des eigenen Alters)?
Nennt die Schulerin oder der Schuler bereits die Zahlwortreihe? Benennt sie bzw. er die
Zahlen in der richtigen Reihenfolge?
Ist die Schulerin oder der Schuler in der Lage, eine Eins-zu-eins-Zuordnung durchzufihren
oder zahlt sie bzw. er noch asynchron (Objekte werden vergessen oder ubersehen)?

Die Férderung [der] Zahlkompetenz erfordert nicht zwingend einen eigenen
Zdhlkurs ; sondern kann in den unterschiedlichsten Situationen des Schulall-
tags erfolgen. Gerade im FgE ergeben sich bei alltagspraktischen Aktivitaten viele
Gelegenheiten zu zdhlen und damit den Erfahrungsprozess zur Einsicht in die Zahl-
prinzipien und zur Entwicklung des kardinalen Verstdndnisses anzustofsen bzw. zu
férdern. (DONGES 2016, 13)

Auch wenn die Schulerinnen und Schaler sich noch nicht mit Mengen oder z. B. nur mit Mengen
bis zwei beschaftigen, ist es sinnvoll, bereits die Zahlwortreihe bis zehn z. B. mit Zahlversen ein-
zufuhren. Die Zahlwortreihe begegnet den Kindern oftmals bereits vor Schuleintritt in ihrer all-
taglichen Umgebung, so dass an diese angeknupft werden kann. AuRerdem ist das Zahlenlernen
motivierend und dient der Sprachforderung. Gerade das Zahlen mithilfe eines Zahlverses tragt
durch den einpragsamen Sprechrhythmus und sprachliche Bilder, die mit dem Vers verknupft sind,
zur Festigung der Zahlwortreihe bei.
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Die Schulerinnen und Schiler eignen sich die Zahlwortreihe in mehreren Entwicklungsstufen an:

Stufe 1
Ganzheitsauffassung Die Schilerinnen und Schuler konnen die Zahlwortreihe auswendig, wie
der Zahlwortrethe  eine Art Gedicht, aufsagen.

Stufe 2

Unflexible Die Schulerinnen und Schuiler kdnnen Gegenstande abzahlen, wobei sie

Zahlwortreihe dazu immer bei eins beginnen mussen und noch nicht bei einer hoheren
Zahl einsetzen kdnnen.

Stufe 3

Teilweise flexible  Die Schulerinnen und Schiler konnen die Zahlwortreihe ab einer beliebigen

Zahlwortreihe Zahl weiter aufsagen sowie Vorganger und Nachfolger von Zahlen benennen.

Stufe 4

Flexible Die Schulerinnen und Schuler konnen Mengen von einer beliebigen Zahl aus

Zahlwortreihe weiter abzahlen.

Stufe 5

Vollstandig reversible Die Schilerinnen und Schiler haben die Zahlreihe automatisiert (vorwarts

Zahlwortreihe und ruckwarts), konnen Nachbarzahlen finden und Zahlenfolgen fortsetzen.

(Vgl. RATZ 2011, 139, zitiert nach MOSER OPITZ 2008 zitiert nach FUSON 1988)

Das muss man im Blick behalten:

o Die Zahlen Zwei und Drei klingen sehr ahnlich. Eine Uberdeutliche Betonung beim
Aus sprechen erleichtert den Schilerinnen und Schulern deren Unterscheidung.
Bei der EinfUhrung der Zahlwortreihe muss beachtet werden, dass alle Zahlworter bis
auf die Sieben einsilbige Worter sind, die Sieben hingegen ein zweisilbiges Wort dar-
stellt. Man spricht ,sie-ben”. Dies kann dazu fiihren, dass die Schilerinnen und Schiiler
bei einer Eins-zu-eins-Zuordnung bei der Nennung der Sieben gleich zwei Mengen-

anteile zahlen. Daher ist es wichtig bei der Einfuhrung der Zahlwortreihe und der
Eins-zu-eins-Zuordnung in der Lehrerdemonstration darauf zu achten, fur die gesamte
Dauer, in der ,sieben” ausgesprochen wird, auf dem siebten gezeigten Objekt zu ver-
weilen.

Die Zahlwortreihe ist eine wichtige Vorlauferfahigkeit fur die anderen Teilkompeten-
zen, daher sollten die Schulerinnen und Schuler ausreichend Zeit haben, diese zu er-
kunden und zu festigen.
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Die Lehrkraft wahlt einen fur die Schulerinnen und Schuler geeigneten Abzahlvers oder ein ent-
sprechendes Fingerspiel aus:

,EINs, zwei, drei, vier, funf
der Storch hat keine Strumpf,
der Frosch hat kein Haus
_Zehn Kleine Zappelmadnner und du musst raus."

zappeln hin und her, )

zehn kleinen Zappelmadnnern
fdllt das gar nicht schwer.

~Zehn kleine Fische, die
schwammen im Meer,
Da sagte die Mutter:
Ich warne eych sehr.

Kommt lieber hier in den
kleinen Teich,

Zehn kleine Zappelmanner
zappeln auf und nied?r,
zehn kleine Zappelmanner
fun das immer wieder.

Zehn kleine Zappelmadnner
kriechen ins Ver's‘rec'lf,
zehn kleine Zappelmanner

denn im Meer 9ibt es Haje

und die fressen euch gleich
Schwupp, schwupp,

schwuppschwubidyb;
sind auf einmal weg. Schwupp, schwupp,
Zehn kleine Zappelmadnner ;ZZW“’ZP§Chwgbidub;
sind auf einmal wieder da! Ach :kl eine E,sche,
Zehn kleine Zappelmanner eine Fische, .

Rufen laut: Hurra®

Zwei Kleine Fische ..
Ein kleiner Fisch, der
schwamm im Meer,
Da sagte die Mutter:
Ich warne dich sehr.

Komm lieber hier in den
kleinen Teich,

denn im Meer 9ibt es Haje

und die fressen dich gleich
Schwupp " |

Die Schulerinnen und Schuler zahlen, wahrend sie sich dazu im Rhythmus bewegen.
Das festigt die Zahlreihe zusatzlich, ist motivierend und rhythmisiert die Lernsitua-
tion: Treppenstufen in Begleitung eines Erwachsenen hinauf oder hinunter hupfen,
entlang von Hupfkastchen springen,entlang von Verkehrshutchen hipfen oder schreiten
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Auch durch einen sog. Raketenstart oder Countdown kann man die Zahlwortreihe spie-
lerisch Uben: gemeinsam von zehn bis null rtckwarts zahlen und ggf. mit Handlung be-
gleiten, z. B. bei ,Null“in die Luft springen
Es ist wichtig, die Schilerinnen und Schiler die Menge Null erleben zu lassen, indem
sie z. B. in eine leere Fuhlbox greifen oder in den Nebenraum schauen, in dem kein Kind
zu sehen ist, sich also null Kinder befinden, oder es werden alle Gummibarchen aufgeges-
sen und so sind keine mehr da.
Lassen Sie die Schulerinnen und Schuler,

Zahlen in einer mit Plattchen gelegten Zahlreihe oder auf dem Zahlenstrahl finden

(,Zeige mir die Zahl ...%),

LUcken in der Zahlreihe fullen sowie

Zahlenkartchen der Reihe nach ordnen.
Um die Thematik ,Yorganger und Nachfolger® einzufiihren, ist es sinnvoll, eine Reihe von
Spielfiguren auf dem Boden oder auf der Tischplatte anzuordnen, mit deren Hilfe Vorgan-
ger und Nachfolger gezeigt werden. Das Aufstellen der Schulerinnen und Schuler in einer
Reihe ist fur die Bestimmung von Vorganger und Nachfolger nicht geeignet, da sie die
Gesamtsituation nicht Uberblicken konnen. Der Reihe von Spielfiguren wird dann eine
Reihe mit Zahlenplattchen zugeordnet und die Begriffe ,Vorganger®und ,Nachfolger® werden zu
entsprechenden Zahlen in Beziehung gesetzt und erlautert.

vorwdrts zdhlen
kein i
L . keine z [ l \
rickwadrts zdhlen -0
keiner
nichts e )
weiter zdhlen ’ Rightclger

Es konnen Objekte in einer strukturierten Anordnung, ungeordnete Objekte, bewegliche oder un-
bewegliche Objekte gezahlt werden.

Es ist hilfreich, die Schilerinnen und Schuler zunachst Objekte in einer strukturierten Anordnung

zahlen zu lassen und dann die gleiche Anzahl an ungeordneten Objekten
(vgl. GAIDOSCHIK 2013, 19).
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Wichtig ist auch, die Schilerinnen und Schuler an verschiedene Zahlstrategien heranzufiihren und
sie diese ausprobieren zu lassen.Je nach Leistungspotenzial der Kinder und Jugendlichen kann in
einer Rechenkonferenz, dariber gesprochen werden, welche Zahlstrategie fur welche Zahlsitua-
tion gunstig erscheint oder welche Schilerinnen und Schuiler welche Zahlstrategien bevorzugen
und warum (vgl. WALTER 2015, 6).

Folgende Zahlstrategien sind bedeutsam fir die Schulerinnen und Schdler:

Mit dem Finger auf ein Zahlobjekt tippen oder | Zahlobjekt von einer Stelle zu einer anderen
deuten umlegen

Abbildung 15: Zihlstrategie; ISB Abbildung 16: Zihlstrategie; ISB

Zahlobjekte durchstreichen FUr jedes Zahlobjekt einen Strich in einer
strukturierten Strichliste setzen

Abbildung 17: Zdhlstrategie; ISB Abbildung 18: Zihlstrategie; ISB

Mit den Augen Anzahl der Objekte erfassen

Es ist sinnvoll, verschiedene Ausgangslagen zu schaffen, um die Schulerinnen und Schiler dazu
anzuregen, verschiedene Zahlstrategien anzuwenden: z. B. leichte Gegenstande lassen sich von
links nach rechts legen, schwere hingegen nicht, bewegliche oder weit entfernte Gegenstande
lassen sich nicht wegstreichen, sondern mussen durch Deuten gezahlt werden.

Beim Rechenspiel ,Zdhlen in die Zdhlschachtel® legen die Schiilerinnen und Schiiler Objekte ein-
zeln in eine blickdichte Kiste oder einen Sack und zahlen diese dabei ab. Schliefilich nennen sie
die Gesamtanzahl und notieren diese.Danach nimmt eine andere Schulerin oder ein anderer Schi-
ler die Objekte unter Zahlen wieder heraus und nennt, wenn alle Objekte entnommen sind, die
Gesamtanzahl. Die Kinder und Jugendlichen vergleichen die Ergebnisse (GAIDOSCHIK 2013, 19).
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Beispiel fur einen Wortspeicher

‘ Ich zdhle, indem ich ... l weglege. l ﬁ

wegstreiche. l o

antippe. l
mit den Augen schaue. l

eine Strichliste mache. l -

Forderung des strukturierten Zahlens

Das strukturierte Zahlen,z.B.2 -4 - 6 oder 5 - 10 - 15 stellt eine zentrale Kompetenz fur den
Erwerb des Teil-Ganzes-Verstandnisses von Zahlen, fur die simultane und quasi-simultane Anzahl-
erfassung und fur eine Vorstellung der Rechenoperationen dar. Deshalb kommt ihm eine grofie
Bedeutung im Anfangsunterricht zu.

Es kann initiert werden, indem die Kinder unterschiedliche Gegenstande zahlen, die bereits in
Zweier-, Dreier- oder Funfer-Schritten vorstrukturiert sind.

Abbildung 19: Strukturiertes Zdhlen; ISB

Wiurfelspiele eignen sich besonders fur das strukturierte Zahlen: Die Schulerinnen und Schuler
gehen ohne abzuzahlen die entsprechenden Schritte weiter oder nehmen sich die durch das Wur-
felbild genannte Anzahl an Muggelsteinen (vgl. WALTER 2015, 6).
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Ein besonderes Augenmerk gilt den Funfer- oder Zehnerschritten. Die Schulerinnen und Schuler
legen z. B. immer funf Gegenstande in einen Reifen, ordnen Elemente in eine Eierschachtel oder
ein Rechenschiffchen und nehmen die Funferstruktur ihrer Hande war.

Durch eine im Unterricht verwendete Versprachlichung werden die Begriffe, wie ,der Erste’, ,die
Flnfte, ,der Letzte” zunachst unreflektiert eingefiihrt. Somit wird die Entwicklung einer Ord-
nungsstruktur immanent gefordert.

Die Ordnungsstruktur umfasst zwei unterschiedliche Aspekte der Ordnungszahlen:
Aspekt der Reihenfolge: z. B. Linus kommt als Erster ins Ziel,Jonas als Zweiter.
Spielsituation zur EinfUhrung: z. B. Autorennen: Spielzeugautos an einem Faden werden
uber eine Ziellinie gezogen
Aspekt der Position innerhalb einer Reihe: z. B. die vierte Person in der Warteschlange tragt
eine blaue Mutze.
Spielsituation zur EinfUhrung: z. B. Reihe an Spielzeugfiguren mit unterschiedlichen Merk-
malen (z. B.blaue Mutze, Koffer in der Hand): Ein Kind beschreibt eine Figur, ein anderes Kind
sucht diese in der Reihe und benennt ihre Position.

In einer Unterrichtseinheit zu den Ordnungszahlen wird zunachst nur einer der beiden Aspekte
thematisiert. Erst wenn dieser verstanden ist, wird der zweite Aspekt in einer weiteren Unter-
richtseinheit eingefihrt. Dabei werden die Situationen zuerst handelnd (enaktiv) erlebt, bevor sie
auf bildlicher Ebene (ikonisch) vertieft werden.

Auch im Zusammenhang mit dem Datum kann die Kompetenz, die Ordnungszahlen anzuwenden,
auf anspruchsvollem Niveau trainiert werden, wenn das Datum nicht automatisiert vorgelesen
wird, sondern die Tage oder Monate zur Reihenfolge in der Woche oder im Jahr in Beziehung ge-
setzt werden.

Das Datum mithilfe eines Perlenbandes visualisieren, z. B. ,Heute sind funf Perlen darauf,

heute ist der flinfte Tag im Februar.”

,Der Februar ist der zweite Monat im Jahr.”

,Manuel hat am flinften Tag im Februar Geburtstag.’

Rechnenlernen im Zahlenraum 20+ @ ‘ 35



Diagnostische Leitfragen:
Zahlt die Schilerin oder der Schiiler auswendig (verbales Zahlen) ,einszweidreivier..." oder
zahlt sie bzw. er bewusst (resultatives Zahlen)?
Kann die Schulerin oder der Schuler im Zahlenraum 10 (oder auch 20) fehlerfrei vorwarts
und rickwarts zdhlen? Stockt sie bzw. er bei Ubergangen oder verwechselt Zahlwdrter?
Ist es der Schulerin oder dem Schuler moglich, von einer beliebigen Zahl aus weiterzu-
zahlen oder beginnt sie bzw. er immer wieder leise bei der 17
Bestimmt die Schulerin oder der Schuler zuverldssig Vorganger und Nachfolger einer Zahl?
Kann die Schulerin oder der Schuler geordnete und ungeordnete Objekte korrekt abzahlen?
Gelingt dies nicht, hat sie bzw. er Schwierigkeiten bei der motorischen Koordination?
Verwendet die Schulerin oder der Schiler die Strategie des strukturierten Zahlens (z. B.
immer zwei), um eine Menge zu bestimmen?
Gelingt es der Schulerin oder dem Schuler, die verwendeten Zahlstrategien oder Struktu-
rierungen zu verbalisieren?
Weifs die Schulerin oder der Schuler nach dem Abzahlen die gezahlte Zahl oder muss sie
bzw. er noch einmal von vorne mit dem Zahlen beginnen?
Verwendet die Schuilerin oder der Schuler Ordnungszahlen korrekt (passiv oder auch aktiv)
und verbindet sie mit der entsprechenden Stelle?
Verbindet die Schulerin oder der Schuler das Fehlen von Objekten mit der Zahl Null?

Beim Vergleichen von Mengen werden deren Machtigkeiten durch verschiedene Strategien (Eins-
zu-Eins-Zuordnung oder Bestimmen von Anzahlen) einander gegenubergestellt und ihre Bezie-
hung zueinander ausgedruckt:
sprachlich durch die Begriffe ,mehr als®, weniger als, ,gleich viel” bzw. ,groRer als®, ,kleiner
als, ,ist gleich®,
symbolisch durch die Relationszeichen </>/= (vgl. , abge-
rufen am 29.12.2022).
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Dabei liegt der Fokus bewusst auf der Machtigkeit der Mengen, was einen sensiblen Umgang mit
den genannten Relationsbegriffen erfordert. So eignet sich die Verwendung der Termini ,grofder
als” bzw. ,kleiner als® eher firr eine aufeinander aufbauende Darstellung (Turmdarstellung) von
gleichen Gegenstanden oder von deren Abbildungen. Andernfalls besteht die Gefahr, dass statt
der Machtigkeit der Mengen die Grofse der einzelnen Elemente zueinander in Beziehung gesetzt
wird. Dieser Aspekt entfallt bei Bevorzugung der Begriffe ,mehr als” oder ,weniger als®, da dadurch
sprachlich klar der Bezug zur Anzahl der Mengenelemente ausgedruckt wird. Das Gleiche gilt fur
den Ausdruck der Gleichmachtigkeit von Mengen durch den Begriff ,gleich viel". Bei Verwendung
des Relationsbegriffs ,ist gleich® dagegen ist wieder darauf zu achten, dass nicht anstelle der
gleichen Anzahl von Elementen eher gemeinsame optische Merkmale in den Mittelpunkt geruckt
werden.

Dem Vergleichen von Mengen als Teil der sog. ,Zahlenfertigkeiten® (vgl. LORENZ 2016, 102) gilt
es — neben der simultanen bzw. quasi-simultanen Anzahlerfassung und dem Zahlen - besondere
Aufmerksamkeit zu widmen. Nach KRAJEWSKI verfugen Kinder dabei schon sehr frih, noch bevor
sie sich sprachlich ausdrtcken konnen, Uber das kognitive Schema des Vergleichens von Mengen,
wobei die Vorstellungen der Kinder nach RESNICK noch keinen numerisch prazisen Anzahlbezug
aufweisen (vgl. HILDENBRAND 2016, 21). Das bedeutet, dass Quantitaten zwar von den Kindern
wahrnehmungsgebunden miteinander verglichen werden konnen, aber die Bestimmung der ge-
nauen Anzahl noch unterbleibt. Erst im weiteren Verlauf - durch die Entwicklung der sprachli-
chen Kompetenz und auch des Zahlbegriffs — werden Mengen und Zahlen schliefslich zunehmend
komplexer in Beziehung gesetzt, und auch der relationale Zahlaspekt, z. B. beim Bestimmen der
Differenzmenge, wird berucksichtigt (vgl. HILDENBRAND 2016, 26).

Diagnostische Leitfragen:
Haben die Schulerinnen und Schuler die Irrelevanz der Anordnung von Elementen einer
Menge (Mengeninvarianz) verinnerlicht?
Zahlen die Schilerinnen und Schiler Mengen sicher ab?
Verfugen die Schulerinnen und Schuler Uber eine prazise Grofdenreprasentation der Zahlen?
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Grundsatzlich sollten zunachst Mengen aus konkretem Material in einem handelnden Setting
einander gegenubergestellt werden. Dies hilft ,den Kindern eine Handlungsidee aufzubauen und
so den statischen Vergleich tber eine Eins-zu-eins-Zuordnung gedanklich auszuldsen® (NUHREN-
BORGER 2017a, 31). Erst dann kann die Abstraktion auf der ikonischen bzw. symbolischen Ebene
erfolgen.

Um zwei Mengen miteinander zu vergleichen, stehen prinzipiell zwei Strategien zur Verfligung.
Zum einen kann ein Vergleich ohne das Bestimmen einer Zahl Uber eine Eins-zu-eins-Zuordnung
der Elemente erfolgen, zum anderen Uber das Abzahlen von deren Elementen.

Beim Mengenvergleich Uber eine Eins-zu-eins-Zuordnung wird jedem Element aus der einen
Menge genau ein Element der anderen Menge zugeordnet. Geht die Zuordnung auf, dann enthal-
ten beide Mengen die gleiche Anzahl von Elementen - die Mengen sind also gleichmachtig. Kann
nicht jedem Element ein Element der anderen Menge zugeordnet werden, dann sind in einer
Menge mehr bzw. weniger Elemente als in der anderen Menge.

o—o

o o

Abbildungen 20 - 22: Moglichkeiten der Eins-zu-eins-Zuordnung; ISB

Bei diesem Verfahren steht das Bestimmen der qualitativen Beziehung der Mengen im Mittel-
punkt (vgl. SCHAFER 2020, 100). Es geht dabei also lediglich um die Feststellung, welche Menge
mehr, weniger oder gleich viele Elemente hat. Nach GAIDOSCHIK muss dieses Verfahren nicht auf
den bekannten Zahlenraum der Schilerinnen und Schiler beschrankt bleiben, sondern darf auch
deren individuelle Zahlenraumgrenzen uberschreiten (vgl. GAIDOSCHIK 2021, 25).

Eine Steigerung im fortlaufenden Lernprozess stellt schlief3lich das Vergleichen von Anzahlen
ohne sichtbare Zuordnungslinien dar. Hierfur ist nach GAIDOSCHIK allerdings eine strukturierte
Vergleichsanordnung unabdingbar.
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Es sind mehr
rote Plattchenl!

Es sind weniger
blaue Pldttchenl!

Abbildung 23: Feststellung der qualitativen Beziehung zweier Mengen zueinander; ISB

Vergleich von Mengen uber das Bestimmen der (An)Zahlen
Eine weitere Strategie, um die Machtigkeit von Mengen zu vergleichen, stellt das Abzahlen der
Elemente dar.

Es sind sechs rote
und vier blaue Plattchenl
Es sind also mehr rote
als blaue Plattchenl!

Es sind zwei
rote Plattchen mehr
als blaue Pldattchen!

Abbildung 24: Mengenvergleich durch Anzahlbestimmung; ISB
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In diesem Zusammenhang stellt das Bestimmen der sog. Differenzmengen, also das Feststellen
der quantitativen Beziehung der Mengen, einen wichtigen Teilaspekt dar und soll den Schule-
rinnen und Schiilern eine tiefere Erkenntnis in die Zahlbeziehungen ermdglichen (vgl. SCHAFER
2020, 100).

Hierbei geht es also insbesondere um die Erkenntnis, dass z. B. die Differenz zwischen den Men-
gen 6 und 4 ebenso 2 betragt wie z. B. die Differenz zwischen 7 und 5. Dabei sind wieder Ver-
gleichsanordnungen, bei denen die Anzahlen leicht mit den Augen erfasst werden kénnen, von
erheblichem Vorteil.

Ist die Mengeninvarianz noch nicht gesichert, kann die raumliche Anordnung von Objekten zu
falschen Ergebnissen fuhren (vgl. WITTMANN 2022, 25).
Mehr ist dann das, was nach mehr aussieht (vgl. GAIDOSCHIK 2021, 22).

Es sind mehr
blaue Pldttchen
als rote Pldttchen!

Abbildung 25: Fehlerquelle durch rdumliche Anordnung von Mengen; ISB

In diesem Fall fordert die Lehrkraft die Schilerinnen und Schuler auf, die Elemente der zu ver-
gleichenden Mengen genau parallel zueinander anzuordnen und den Vergleich noch einmal zu
wiederholen bzw. durch eine Eins-zu-eins-Zuordnung zu verifizieren. Im Anschluss besprechen
die Lehrkraft und die Schulerinnen und Schiler die beiden Ergebnisse und die verschiedenen
Losungswege.

Die Schulerinnen und Schuler konnen aber auch zu einem falschen Ergebnis kommen, da sie beim
Abzdhlen der weiter auseinanderliegenden Menge ,eine weitere Strecke zurlicklegen® (vgl. GAI-
DOSCHIK 2021, 24). Dies lasst darauf schlief3en, dass die Kinder oder Jugendlichen noch keine ge-
sicherte Mengenvorstellung besitzen und die Fragestellung daher nicht nachvollziehen konnen.
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Beispiel fur einen Wortspeicher

l .gleich viel" oder ,ist gleich" |
l .mehr als" oder ,.grofer als" |
l .weniger als" oder ,kleiner als" |

Das muss man im Blick behalten:
Durch die Relationsbegriffe soll die Beziehung von Anzahlen zweier Mengen ausgedruckt
werden (vgl. NUHRENBORGER 2017b, 42). In diesem Zusammenhang ist besonders auch

auf alltagssprachliche Bedeutungsinterferenzen zu achten, die zu Verwirrungen fuhren
konnen. Beispiele hier-fiir sind z.B.,Ich habe keine Lust mehr.’,,Die Uhr geht nicht mehr.”
oder auch ,Du hast die gleiche Hose an wie gestern.” (vgl. NUHRENBORGER 2017b, 43).

Verkniipfung der Relationsbegriffe mit den mathematischen Symbolen >/</= und deren Notation
Beherrschen die Schalerinnen und Schuler die Grundlagen des Mengenvergleichs, konnen auch
die entsprechenden Relationszeichen notiert werden.

Zur Einfuhrung eignen sich z. B. Figuren wie Krokodile oder auch kleine Monsterchen mit einer
entsprechenden Gestaltung der Mundpartie. Im Mittelpunkt einer moglichen Rahmengeschichte
kann z. B. der Appetit auf die Menge mit der grofieren Machtigkeit stehen. Im fortlaufenden Lern-
prozess stehen diese Figuren dann den Schulerinnen und Schulern entweder als entsprechendes
Bild zum Einkleben oder auch als Schreibschablone zum selbststandigen Notieren der Relations-
zeichen zur Verfugung. Um das abstrakte Symbol schliefslich von der bildlichen Vorlage abzulo-
sen, eigenen sich anfangs insbesondere ausreichend grofRe Stempel. Begleitend dazu konnen die
Symbole im Rahmen des Schreiblehrgangs isoliert gelibt und schlief3lich automatisiert werden.
Ein mogliches Vorgehen konnte sein:
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EinfUhrung

Erarbeitung an der Tafel

Arbeiten auf der enakti-
ven, ikonischen und
symbolischen Ebene

Abbildung 28 - 30: Mdglichkeiten der Darstellung der Relationszeichen; ISB

4.2.5 Haben die Schilerinnen und Schiiler die Teilkompetenz des Vergleichens
von Mengen und des Nutzens von Realtionszeichen erfolgreich
erworben?

Diagnostische Leitfragen:

« Ist die Schulerin oder der Schuler in der Lage, die Menge mit der grofReren/kleineren/glei-
chen Madchtigkeit durch eine Eins-zu-eins-Zuordnung bzw. durch das Abzahlen der Elemente
zu bestimmen?

- Ist die Schilerin oder der Schiiler in der Lage, die Begriffe wie ,weniger/kleiner als®, ,mehr/
groRer als®, ,gleich viele/ist gleich® fachgerecht zu verwenden?

« Ist die Schulerin oder der Schuler in der Lage, die Unterschiede zweier Anzahlen (Differenz-
menge) genau zu bestimmen?

- Ist die Schiilerin oder der Schiiler in der Lage, die Relationszeichen ,<, >, =" korrekt zu notieren?
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4.3 Teilkompetenz: Anzahlen simultan und quasi-simultan erfassen

4.3.1 Was versteht man unter simultaner und quasi-simultaner
Anzahlerfassung?

Simultane Anzahlerfassung Ermitteln der Anzahl einer Menge an Objek-
ten auf einen Blick, wobei diese ,weder eine
klar erkennbare Struktur noch einen erkenn-
baren Bezugsrahmen haben® (GAIDOSCHIK
2019, 58).

Dies gelingt Menschen in der Regel bis zu
einer Menge von maximal funf, allerhochs-
tens sechs Elementen und gilt als angebo-
rene Fahigkeit (vgl. SCHAFER 2020, 101;
Abbildung 31: Simultane Anzahlerfassung mit HASEMANN & GASTEIGER 2020. 18: RATZ &

blauen Pldttchen; ISB e
WITTMANN 2011, 140).

Quasi-simultane Anzahlerfassung Ermitteln der Anzahl einer groBeren Menge
‘ an Objekten ,durch geschicktes Aufteilen und
StrukturiereninsimultanerfassteTeilmengen,
die durch wiederum gedankliches Zusam-
menfuhren zur Gesamtmenge zusammenge-
fihrt werden® (SCHERER & MOSER OPITZ
2021, 95 ff,, zitiert nach SCHAFER 2020, 101)

Abbildung 32: Quasi-simultane Anzahlerfassung mit
blauen und roten Pldttchen; ISB

Sowohl die simultane als auch die quasi-simultane Anzahlerfassung schlieft zwei Schritte bei
der Losungsfindung ein, namlich den Prozess der Wahrnehmung der Anzahl sowie den Prozess der
Bestimmung der Anzahl. Fir das mathematische Verstandnis ist es wichtig, sowohl beide Prozesse
einzeln zu Uben als auch deren Integration zu fordern (vgl. SCHAFER 2020, 101). Der erste Schritt
ist der der Anzahlwahrnehmung. Dazu gehoren die Wahrnehmung der Objekte als Menge einzel-
ner Elemente sowie als Ganzes und somit als Zusammensetzung verschiedener Teilmengen, die
zu strukturieren sind. Der zweite Schritt ist der der Anzahlbestimmung. Hierbei werden die einzel-
nen Objekte gezahlt bzw. ab einer Menge von drei bis vier Elementen oder aufgrund der Kenntnis
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einer Figur (z. B. Wurfelbild) simultan erfasst. Durch Rechnen und Wissen wird somit die Menge
quasi-simultan erfasst und benannt (vgl. BENZ u. a. 2015, 134, zitiert nach PETER-KOOP 2016, 8).

Eine Integration der beiden Prozesse der Anzahlwahrnehmung und Anzahlbestimmung ist bei
der Forderung der quasi-simultanen Anzahlerfassung zu bertcksichtigen und nicht als selbstver-
standlich voraussetzbar (vgl. SCHAFER 2020, 101).

Wahrend die simultane Anzahlerfassung angeboren und weitgehend von Personlichkeitsmerkma-
len bestimmt ist und sich somit nur bedingt fur eine Forderung eignet, gilt die quasi-simultane
Anzahlerfassung als Ansatzpunkt fiir mathematische Forderung (vgl. DONGES 2016, 13 f.), denn sie
ist trainierbar (vgl. SINNER 2016, 5).

Die Wahrnehmungskapazitat der Schulerinnen und Schuler mit dem Forderschwerpunkt geistige
Entwicklung ist teilweise begrenzt, was zu einer verminderten Fahgkeit bzgl. der Simultanerfas-
sung fuhren kann, d. h. auch eine Menge von drei Elementen kann beispielsweise nicht simultan
erfasst werden, sondern muss durch Zahlen bestimmt werden (vgl. GAIDOSCHIK 2019, 60; SIN-
NER 2016, 5). Allerdings kdénnen fast die Halfte der Schulerinnen und Schaler mit dem Forder-
schwerpunkt geistige Entwicklung Mengen bis funf simultan erfassen (vgl. RATZ 2012, 138).

Die simultane und quasi-simultane Anzahlerfassung ermaoglichen das schnelle Erfassen von Men-
gen und den Aufbau tragfahiger mentaler Vorstellungen von Mengen (vgl. SCHAFER 2020, 100).
Damit bilden sie eine Grundlage fur die Entwicklung eines Teil-Ganzes-Konzepts von Mengen.
Gleichzeitig bedingt ein erstes Verstandnis des Teil-Ganzes-Konzepts die quasi-simultane Anzah-
lerfassung. Beide Teilkompetenzen zusammen stellen die Voraussetzungen fur strukturiertes Zah-
len (vgl. SCHAFER, PETER-KOOP, WOLLRING 2019, 490) und fir die Ablosung vom zahlenden Rech-
nen dar (vgl. PETER-KOOP 2016, 8).

Diagnostische Leitfragen:
Beherrscht die Schulerin oder der Schuler die Mengen-Grofien-Verkntpfung sicher?
Welche Menge kann die Schulerin oder der Schuler simultan erfassen?
Die Fahigkeit zur Simultanerfassung wird teilweise isoliert ausgebildet, was dazu fuhren-
kann, dass eine Anzahl an Elementen richtig benannt, jedoch nicht abgezahlt werden kann
(vgl. RATZ & WITTMANN 2011, 140). Trifft dies auf die Schulerin oder den Schuler zu?
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« Zahlt die Schulerin bzw. der Schuler Objekte korrekt ab?

« Hat die Schulerin oder der Schiler das Teil-Ganzes-Konzept in Ansatzen verstanden? Also
versteht sie oder er, dass eine Menge in verschiedene Elemente aufgeteilt und wieder zu-
sammengeflgt werden kann?

4.3.4 Wie fordert man die quasi-simultane Anzahlerfassung?

Das Ziel von Ubungen der quasi-simultanen Anzahlerfassung ist es, sowohl mathematisch vor-
strukturierte Mengen (z. B. Wiirfelbilder, ,Kraft der 5% als auch unstrukturierte Mengen schnell auf
einen Blick erfassen zu kdnnen (vgl. GERLACH, FRITZ, RICKEN, SCHMIDT 2007, 93).

Das muss man im Blick behalten:

« Ubungen zur quasi-simultanen Anzahlerfassung sollen immer wieder Uber ldngere
Phasen im Unterricht implementiert werden (vgl. SCHAFER 2020, 101).

» Es ist wichtig, zuerst verschiedene mathematisch vorstrukturierte Mengendarstel-
lungen, wie z. B. Wiirfelbilder, die ,Kraft der 5“ oder die Dezimalstruktur im Zehner-
oder Zwanzigerfeld, zu thematisieren und die Anordnungen der Mengen gemeinsam
genau zu besprechen. Erst daran anschliefend werden unstrukturierte Mengenbil

der, die die Schulerinnen und Schuler im Kopf selbst strukturieren mussen, betrach-
tet (siehe auch Ubungsabfolge untenstehend).

Besondere Bedeutung kommt auch und gerade im Forderschwerpunkt geistige Ent-
wicklung dem Verbalisieren von quasi-simultan erfassten Mengen zu. Erst die Auf-
forderung zu diesem Verbalisieren ermoglicht den Schulerinnen und Schilern das
bewusste Zugreifen auf Strukturen. Der Prozess des Versprachlichens hilft, den Pro-
zess der quasi-simultanen Anzahlerfassung zu verinnerlichen.
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obere Reihe

dartiber
darunter

untere Reihe

Ich sehe schnell, dass es ... Plattchen sind, weil...

In der Tabelle verwendete Abkiirzungen:
SuS = Schtilerinnen und Schiiler
L = Lehrkraft

Analy

von und Austausch zu Wirfelbildern

Abbildung 33: Wiirfelbilder, ISB

46 ‘ @ Rechnenlernen im Zahlenraum 20+

.. ich es auf einen Blick sehe.
.. es aussieht, wie ein Wiirfelbild.

.. am Zwanzigerfeld ..Felder leer sind.

L zeigt Wirfelbild 5.

SuS bestimmen die Anzahl, z. B. durch Zahlen.

L und SuS tauschen sich zur Anordnung der Punk-
te auf dem Wurfelbild aus:

,In jeder Ecke ist ein Punkt und in der Mitte ist
auch ein Punkt. Das sind zusammen flinf Punkte.”
,Das schaut aus wie ein Viereck aus Punkten mit
einem Punkt in der Mitte.”



Analyse und Austausch zu unstruktu- L nimmt eine Hand voll Muggelsteine (die Menge
rierten Mengen soll nicht simultan erfassbar sein, es sollten also
: mindestens sechs Steine sein) und lasst diese auf
ein grofRes weifles Blatt, Tablett oder eine Tep-
pichfliese fallen.

L und SuS tauschen sich zur Anordnung der Mug-
gelsteine aus:

,lch sehe drei Steine, weil die drei Steine wie auf
. . einem Wurfel in einer Reihe liegen.Und dann noch
einen oben und zwei unten.

Ggf. konnen die SuS ihre ,Bilder” mit einem Stift
oder mit dem Finger umfahren oder einen Faden
darumlegen.

L: . Wie viele sehen wir also insgesamt? Wir sehen
drei plus zwei plus eins. Das sind sechs.’

SuS Ubernehmen zunehmend auch das Bestim-
men der Gesamtmenge.

Abbildung 34: Unstrukturierte Mengen; ISB

Zeigen von Finger-Anzahlen L betrachtet mit den SuS die eigene Hand und

,auf einen Sitz" stellt im Gesprach klar, dass jedes Kind sicher und
R dauerhaft weif}, dass an einer Hand funf,an beiden

Handen zehn Finger sind.

L: ,Wie viele Finger hast du an einer Hand?"

Wenn die SuS dieses Wissen nicht mitbringen,

konnen sie nachzahlen.

L: ,.Du hast gezahlt, es sind funf Finger an einer

Hand. Wenn du nochmal zahlst, wie viele Finger

werden es sein? Wenn du dir nicht sicher bist,

kannst du nochmal nachzahlen. Sind es an beiden

Handen gleich viele Finger?*

Wenn die SuS dieses Wissen verinnerlicht haben,

uben sie das Zeigen der Zahlen bis zehn auf ein-

mal.

L stellt verschiedene Zeigeaufgaben

,Zeige drei Finger auf einmal.’

,Zeige funf Finger auf einmal.

,Zeige acht Finger auf einmal.’

L reagiert ggf. auf Schwierigkeiten und bespricht

mit den SuS:,Halte deine drei Finger eine Zeit lang

ausgestreckt. Welche Finger sind ausgestreckt?

Braucht man daflr zwei Hande oder genugt eine?

Abbildung 35: Finger-Anzahlen; ISB
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Blitzlgucken mit Wurfelbildern

Abbildung 36: Muggelsteine in Form von Wiirfelbil-
dern angeordnet; ISB

Blitzgucken mit Plattchen in zwei Farben

Abbildung 37: Blitzlesen mitzweifarbigen Pldttchen;
ISB
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Kann man die drei auch mit anderen Fingern zei-
gen? Wie viele Finger sind noch eingezogen? Zie-
he deine drei Finger kurz ein und strecke sie noch-
mal mit einer Bewegung aus.”

L lasst unterschiedliche Anzahlen mit den Fingern
zeigen (auch auf verschiedene Arten).

SuS beschreiben, wie sie die Zahlen zeigen. Bei
Anzahlen groRer als funf, sprechen die SuS: ,Ich
zeige funf und noch...

Daran kann ein Blitzlesen mit Fingerbildern an-
schliefsen.

Ohne dass die SuS einen Blick darauf haben, ord-
net L Plattchen wie Wurfelbilder an.

L gibt den Blick auf die Anordnung fur einige Se-
kunden frei.

S:,Es sind sechs Muggelsteine.’

L: ,Wie hast du das so schnell gesehen?”

S:,Diese Muggelsteine sehen aus wie die Funf auf
dem Wirfel. Und da ist noch einer. Dann sind alle
zusammen sechs Muggelsteine.”

L:,Richtig. Pass gut auf! Ich lege die Muggelsteine
nun anders nebeneinander.”

SuS beschreiben nochmals, welche Anordnungen
und Gesamtmenge sie gesehen haben.

L: ,Du siehst gleich eine Menge an Plattchen.
Uberlege schnell, wie viele Plattchen es sind. Ich
zeige dir die Menge nur ganz kurz. Wie viele Platt-
chen siehst du?”

L zeigt die eine Menge an Plattchen, die durch
Lage oder Farbe in simultan zu erfassende Teil-
mengen strukturiert ist (z. B. vier blaue und drei
rote Plattchen), fur einige Sekunden und verdeckt
diese dann wieder.

Maogliche Fragen der Lehrkraft, um die SuS zum
Versprachlichen zu animieren:

Wie viele Plattchen hast du gesehen?”

.Wie hast du sie so schnell gesehen?”

.Waren es mehr rote oder mehr blaue Plattchen?”
,Wie viele blaue Plattchen waren es? Wie viele rote?”
Wie viele Plattchen waren es zusammen?”
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Blitzgucken mit Punktedarstellungen L:,Ich zeige dir gleich ein Zwanzigerfeld mit ro-

am Zwanzigerfeld ten Punkten. Du siehst das Zwanzigerfeld nur ganz
: kurz.Schau genau hin.Wie viele rote Punkte siehst

du?”

L zeigt ein Zwanzigerfeld mit einer Menge an rot
markierten Punkten, fir einige Sekunden und ver-
deckt diese dann wieder.

Die SuS beschreiben, was sie gesehen haben.

Abbildung 38: Zwanzigerfeld zur schnellen Anzahl-
erfassung; ISB

Zugiges Markieren einer Menge am L nennt eine Zahl im Zahlenraum bis zehn.

Abaco SuS stellen zlgig und auf einmal (ohne die einzel-
‘ nen Kugeln zu wenden) die Menge auf dem Abaco
ein und erklaren, weshalb sie diese so schnell ein-
stellen konnten.

eeeee
T eee]

Abbildung 39: Abaco zum schnellen Anzahlerfassen;
ISB
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Diagnostische Leitfragen:
Benennt die Schulerin oder der Schuler die Anzahl einer quasi-simultan zu erfassenden
Menge, ohne sie durch Antippen oder mit den Augen abzuzahlen?
Nutzt die Schulerin oder der Schuler besprochene Strukturen, wie Wurfelbilder oder Zwan-
zigerfeld, fur die quasi-simultane Anzahlerfassung?
Erklart die Schilerin oder der Schaler schlissig, welche Strukturen sie oder er erkennt und
zur Anzahlbestimmung verwendet?
Nutzt die Schulerin oder der Schuler Strukturen, um quasi-simultan zu erfassende Teilmen-
gen selbstandig zu bilden (z. B. schiebt sie immer funf Plattchen auf ein Haufchen zusam-
men)? Bzw. setzt die Schulerin oder der Schuler nach einem entsprechenden Hinweis ge-
eignete Strukturierungen um?
Legt die Schulerin oder der Schuler Anzahlen auf verschiedene Arten strukturiert?
Fallt mir eine Schulerin oder ein Schiler auf, die oder der beim Blitzlesen nie als Erste
oder Erster das Ergebnis nennt? Woran liegt das? Hat sie oder er das Prinzip der quasi-
simultanen Anzahlerfassung verstanden? Dauert es so lange, weil die Schulerin oder der
Schuler abzahlt oder bendtigt ein anderer Denkprozess mehr Zeit und damit ggf. mehr
Automatisierung?

Das ,Teil-Ganzes-Konzept", auch als Teil-Ganzes-Verstandnis oder Teil-Ganzes-Beziehungen be-
zeichnet, beschreibt ,die Erkenntnis [...], dass Zahlen zerlegbar und aus anderen Zahlen zusam-
mengesetzt sind” ( , abgerufen am 25.06.2022) sowie ,die Fa-
higkeit, Zahlen aus anderen Zahlen zusammensetzen zu kénnen® (PETER-KOOP 2016, 9). Diese
,zentrale gedankliche Leistung” (PETER-KOOP 2016, 9, mit Bezug auf RESNICK 1983) vollzieht sich
also im Erkennen von Beziehungen zwischen Zahlen.

Zum Teil-Ganzes-Konzept gehoren die Zahlzerlegungen und die Zahlzusammensetzungen. Dabei
stellt die Zahlzusammensetzung stets eine Umkehrung der Zahlzerlegung dar.

Fur die Entwicklung arithmetischer Kompetenzen (vgl. DONGES 2016, 14) ist es wichtig, dass
Schulerinnen und Schuler verstehen, dass eine Zahl eine Gesamtmenge reprasentiert, die aus Teil-
mengen besteht und diese wiederum in enger Beziehung zueinander stehen. Man nennt dieses
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Prinzip triadische Struktur oder Zahlentripel, wie z. B. bei den Zahlen 3 - 2 - 5, die in verschiede-
nen Beziehungen zueinanderstehen (FRITZ et al. 2007, 16).

Die Zahlzerlegung als zentrale Kompetenz des Teil-Ganzes-Konzepts ,bezeichnet die Ausbildung
der Fahigkeit, Zahlen zu zerlegen und die Beziehungen zwischen Zahlen und ihren Teilen nume-
risch zu erfassen”( ,abgerufen am 25.06.2022).

Das nachfolgende Beispiel verdeutlicht das Prinzip der Zahlzerlegung:

Jede Zahl grofder als 1 lasst sich aus verschiedenen Kombinationen [mindestens] zweier anderer
Zahlen bilden. [...] So setzt sich bspw. die 8 aus 4 und 4 oder 6 und 2 usw. zusammen" (DONGES
2016, 14).

Dabei bleibt die Gesamtmenge, unabhdngig von deren Aufteilung, immer gleich grof3. Dies wird
als Mengeninvarianz oder Mengenkonstanz bezeichnet.

In der Mathematikdidaktik wird die Zahlzerlegung als eine ,Schliisselkompetenz* (DONGES 2016,
14) verstanden, die als Voraussetzung fur hohere mathematische Kompetenzen gilt. Die Erkennt-

nis, Mengen als vielfaltige Zahl-Zusammensetzungen zu begreifen, gleicht einer ,Revolution im
Zahlendenken eines Kindes" (GAIDOSCHIK 2016, 23).

Aufgrund der Komplexitat der gedanklich zu vollziehenden Schritte stellt die Zahlzerlegung eine
grofle Herausforderung fur Schulerinnen und Schiler mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung
dar (vgl. GAIDOSCHIK 2016, 23). Fur diesen qualitativ groRen Erkenntnissprung mussen bisher
erlernte Teilkompetenzen (Beherrschen der Zahlwortreihe, Erfassen von Mengen in ihren Grofien-
relationen, anzahlerfassendes Zahlen) verstanden und miteinander verknupft werden (vgl. RATZ &
MOSER OPITZ 2016, 402 f.). Das Verstandnis fur Zahlzerlegungen bzw. Zahlzusammensetzungen
bietet eine Vorbereitung auf Additionen, Subtraktionen sowie auf Operationen mit einem Zehner-
ubergang und kann diese erleichtern (vgl. GAIDOSCHIK 2016, 23). Werden Teil-Ganzes-Beziehun-
gen intensiv erarbeitet und geubt (vgl. PETER-KOOP 2016, 9), konnen sie die Leistung beim Rech-
nen erhohen (vgl. RATZ & MOSER OPITZ 2016,402f) und eine Alternative zum zahlenden Rechnen
anbahnen (vgl. GAIDOSCHIK 2016, 23).

,Ein Kind, das die Zahl 7 mit dem Gedanken ,das besteht aus fiinf und zwei 'verbin-
det, kann auf dieser Grundlage zumindest zwei Additionsaufgaben und zwei Sub-
traktionsaufgaben l6sen, ohne zihlen zu miissen.” (GAIDOSCHIK 2016, 22)

Konnen Zahlen bis zehn in allen Varianten zusammengesetzt und zerlegt werden, ist die ,wesent-

liche Grundlage fir das erfolgreiche Operieren mit beliebig grofsen natiirlichen Zahlen erworben®
(GAIDOSCHIK 2016, 23).
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Ein gesichertes Teil-Ganzes-Verstandnis kann der Ebene des ,tiefen Zahlverstandnisses® zugeord-
net werden, wie es im Zahlen-Groen-Verknipfungsmodell nach KRAJEWSKI und ENNEMOSER
dargestellt wird (vgl. KRAJEWSKI, ENNEMOSER 2013, 43).

Diagnostische Leitfragen:
Beherrscht die Schulerin bzw. der Schiler die Zahlwortreihe flexibel?
Ermittelt die Schulerin oder der Schuler Anzahlen als Gesamtheiten zahlend?
Bestimmt die Schulerin bzw. der Schiler Mengen entsprechend ihrer Machtigkeiten als
,grofser”, kleiner” oder ,gleich grof3*?
Unterscheidet die Schulerin oder der Schuler zwei Anzahlen genau (Differenzmenge)?
Bestimmt die Schulerin bzw. der Schuler kleinere Anzahlen quasi-simultan und beschreibt
die wahrgenommenen Teilmengen?

Um das Verstandnis des Teil-Ganzes-Konzepts anzubahnen, ist es mathematisch sinnvoll, dies in
folgenden Schritten zu tun:
Begriffe ,Zerlegen®, ,Ganzes" und ,Teile” einflihren
Notationen einfluhren (z. B. Hitchenschreibweise, Zahlenhaus, Addition)
verschiedene Zahlzerlegungen durch freies Experimentieren entdecken (GAIDOSCHIK
2019, 84)
Zahlzerlegungen mit strukturiertem Material finden
alle Zahlzerlegungen einer Zahl mit System finden (Prinzip der gegensinnigen Verande-
rung)
Anzahlen zerlegen mit verdecktem Materialeinsatz
Zahlzerlegungen in Zahlzusammensetzungen umkehren und andersherum
Zahlzerlegungen automatisieren

Die Schulerinnen und Schiler zerteilen einen Schokoriegel, der aus funf Stlckchen besteht, be-
liebig in zwei Teile (vgl. , abgerufen am 05.10.2022). Die Lehr-
kraft benennt diese als ,Teile®, den Schokoriegel als ,Ganzes" und den Prozess als ,Zerlegung®.

mues Weed un pas

Abbildungen 40 - 42: Einfiihrung der Begriffe ,Ganzes". ,Zerlegen“und ,Teile"; ISB
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Stehen mehrere Schokoriegel zur Verfligung kdnnen verschiedenartige Zerlegungen vorgenom-
men werden, die mit den Schulerinnen und Schulern thematisiert werden, wie z. B. eine Zerle-
gung in drei und zwei oder in ein und vier Stuckchen. Die Schulerinnen und Schiler erkennen,
dass ausgehend von einem Ganzen verschiedene Zerlegungen maoglich sind. Sie Ubernehmen die
Sprechweise: Ich zerlege die Finf in drei und zwei Teile.*

Diese Erkenntnis wird nun auf die Arbeit mit mathematisch strukturierten Materialien Ubertragen.

Abbildungen 43 - 45: Ubertrag der Begriffe auf mathematische Situationen; ISB

Lermvideo 1 | ZAHLEN JERLEGEN
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Haben die Schulerinnen und Schuler das Prinzip der Zahlzerlegungen verstanden, konnen bildli-
che und symbolische Notationen eingefuhrt werden.

Je nach Lernstand konnen verschiedene Notationsformen gewahlt oder kombiniert werden. Es
ist sinnvoll, die gefundenen Zerlegungen durch die Schulerinnen und Schuler dokumentieren zu
lassen. Dies tragt zur Verinnerlichung der Zahlzerlegungen bei.
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Abbildung 46 - 48: Schreibweisen flir Zahlzerlegungen, I1SB

Die ,Hutchenschreibweise” (GAIDOSCHIK 2019, 84) bietet sich fiir den Anfang ebenso an wie ein
reduziertes Zahlenhaus. Dabei steht das ,Ganze" oben und die ,Teilmengen” werden darunter no-
tiert. So werden in einpragsamer Form die Beziehungen der ganzen Zahl zu den Teilmengen ver-
deutlicht.
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Es muss zu diesem Zeitpunkt noch kein Rechenzeichen verwendet werden, da der Schwerpunkt
auf den Zusammensetzungen und Zerlegungen liegt und nicht auf Operationen mit Rechenzei-
chen (GAIDOSCHIK und WALTER 2015,122).

Verschiedene Zahlzerlegungen durch freies Experimentieren entdecken

Um die Frage ,Wie kannst du die Menge Sechs zerlegen?“ zu beantworten, experimentieren
die Schilerinnen und Schiler mit Materialien, die sie in zwei Teilmengen zerlegen konnen.
Sogenannte dreigeteilte Teller veranschaulichen das Prinzip des Ganzen und der Teile.

Abbildungen 49 und 50: Zerlegungsteller; ISB

Die Schalerinnen und Schuler vergleichen ihre gefunden Losungen und erkennen, dass es ver-
schiedene Zerlegungen fur das gleiche Ganze gibt. Gemeinsam konnen sie alle gefundenen Zerle-
gungen notieren.

Das muss man im Blick behalten:

Ein beliebtes Material im Rahmen der Zahlzerlegung sind auch Schuttelboxen. Um das
Prinzip der Zahlzerlegung zu verdeutlichen, konnen diese anfangs sinnvoll eingesetzt
werden. Allerdings fordert die durch das Schutteln zufallig herbeigefuhrte Zerlegung
nicht das Nachdenken daruber, welche weiteren Zerlegungen noch vorgenommen wer-
den kénnten. Schittelboxen, die die ,Kraft der 5“ durch ein aufgedrucktes Raster abbilden,
stellen fir diese Ubung eine sinnvolle Alternative dar.w
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Zahlzerlegungen mit strukturiertem Material finden

Beim freien Experimentieren gefundene Losungen (wie beim dreigeteilten Teller) werden nun in
mathematische Strukturen, wie das Punktefeld, Gbertragen.

Die Schulerinnen und Schuler nutzen einen Punktestreifen mit sechs blauen Punkten und markie-
ren mit einem Strich verschiedene Zerlegungen, die sie parallel notieren.

Zerlege die 6!
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Abbildung 52: Punktestreifen; ISB

Durch gezielte Forschungsfragen bzw. Frageimpulse (vgl. GAIDOSCHIK 2019, 85) werden die Schu-
lerinnen und Schiler dazu angehalten, moglichst alle Zerlegungen zu finden. Spater werden die
dabei gemachten Erfahrungen beim ,Zerlegungen finden mit System®bzw. der gegensinnigen Ver-
anderung wieder aufgegriffen (siehe unten).

Wie viele Zerlegungen findest du?”

,Glaubst du, dass du alle Zerlegungen gefunden hast, die es gibt?*

.(Wie) Kannst du dir sicher sein, dass du alle Aufgaben gefunden hast?“ (Vgl. GAIDOSCHIK
2019, 85)

Wird statt eines Punktestreifens mit nur sechs Feldern ein Zehnerfeld genutzt, werden die Schu-
lerinnen und Schiiler dazu hingeflhrt, die Zahlzerlegungen in Beziehung zur ,Kraft der 5“ und der
Dezimalstruktur zu setzen. So wird eine gegliederte Mengenvorstellung angebahnt (vgl. GAIDO-
SCHIK 2019, 85).

Alle Zahlzerlegungen einer Zahl mit System finden (Prinzip der gegensinnigen Veranderung)

Um die Schulerinnen und Schuler dazu anzuleiten, systematisch alle moglichen Zahlzerlegungen
zu finden, bietet es sich an, mit Kugelketten zu arbeiten. Soll die Anzahl 6 zerlegt werden, nutzt
man eine Kugelkette, auf die genau sechs Kugeln aufgefadelt sind. Dabei wird die ,Kraft der 5“ mit
unterschiedlich farbigen Kugeln berucksichtigt.
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Abbildungen 53 - 55: Das Prinzip der gegensinnigen Verdnderung gezeigt anhand einer Kugelkette; ISB

Mithilfe der Kugelkette demonstriert die Lehrkraft zur Einfihrung die gegensinnige Veranderung.
Dabei wird eine Kugel von einer Seite auf die andere geschoben und so die ,Nachbarzerlegung”
herbeigefuhrt. Auf der einen Seite wird es eine Kugel weniger, auf der anderen eine mehr, ohne
dass sich die Gesamtzahl verandert (vgl. GAIDOSCHIK 2016, 24 f.). Durch Fortfuhrung dieses Prin-
zips konnen die Kinder und Jugendlichen die gegensinnige Veranderung erkennen und sie als
Strategie fur das systematische Finden aller Zerlegungen nutzen.

Eine korrekte Versprachlichung hilft, das Prinzip zu verstehen:

lch zerlege sechs in finf Kugeln und eine Kugel”

,lch schiebe eine Kugel riiber. Jetzt ist es hier eine Kugel weniger und da eine Kugel mehr.

,lch habe immer noch sechs Kugeln. Ich zerlege die Sechs in vier und zwei.” (Vgl. GAIDOSCHIK
2016, 24 f)

Um die Zerlegungen auf ikonischer Ebene festzuhalten, konnen die Lernenden auf einem Arbeits-
blatt die Kugeln auf untereinander angeordneten Schnurdarstellungen einzeichnen.

Abbildung 56: Notation der gegensinnigen Verdnderung; ISB

Haben die Schilerinnen und Schiler das Prinzip der gegensinnigen Veranderung verstanden, kon-
nen sie dieses am Zehnerfeld mit verschiedenen Anzahlen anwenden. Sie konnen Zehnerstreifen
zerschneiden, knicken oder die Punkte darauf anmalen.
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Abbildung 57: Gegensinnige Verdnderung gezeigt anhand von Zehnerstreifen; ISB

Es stellt eine herausragende Leistung dar, konkrete Handlungen auf geistiger Ebene (vor dem
inneren Auge) nachzuvollziehen. Fuhrt man die Zerlegungshandlungen durch, ohne dass das Ma-
terial fUr die Kinder und Jugendlichen sichtbar ist, regt dieser ,verdeckte® Materialeinsatz dazu an,
sich die Zerlegungen im Kopf vorzustellen (vgl. GAIDOSCHICK 2019, 88 und WALTER 2015, 133).

Abbildungen 58 - 60: Verdeckter Materialeinsatz; ISB

Unter einem roten Becher liegen alle Kugeln einer Sechser-Kugelkette, das Schnurende schaut
hervor. Die Schulerinnen und Schuler werden aufgefordert, eine Kugel unter dem roten Becher
hervorzuholen und diese unter einem blauen Becher verschwinden zu lassen. Ohne dass die Ku-
geln nun sichtbar sind, beschreiben die Kinder und Jugendlichen, unter welchem Becher es mehr
und unter welchem es weniger Kugeln sind, bzw. im zweiten Schritt, wie viele Kugeln unter dem
roten und wie viele unter dem blauen Becher sind (vgl. GAIDOSCHICK 2019, 88 und WALTER 2015,
133).

Durch die vielfaltigen Auseinandersetzungen mit Zahlzerlegungen wurde das reversible Teil-Gan-
zes-Konzept bzw. die triadische Struktur bereits vielfach thematisiert.

Dennoch ist es sinnvoll, dieses einmal explizit anzusprechen und zu verdeutlichen.

Dazu eignet sich die Demonstration einer Anzahlzerlegung mithilfe eines Tellers, in dem eine
Sand- oder Knetschicht liegt.
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In diese werden z. B. sechs Steckwdurfel eingedruckt, die dann in zwei Teilmengen zerlegt werden.
Auch nach der Entnahme der Steckwdrfel fur die Zerlegung bleiben deren Abdrucke sichtbar. Es
bleibt also die Ausgangsmenge zusatzlich zu den Teilmengen erkenntlich. AuRerdem kdnnen die
einzelnen Elemente der Teilmengen in einem reversiblen Vorgang wieder in die Mulden in der
Knetschicht zurlckgesetzt werden. Die Beziehungen zwischen Ganzem und Teilmengen werden
so visualisiert.

Abbildungen 61 und 62: Sandteller mit Abbildung der Ausgangsmenge; ISB

Da Zahlzerlegungen und Zahlzusammensetzungen eine enorme gedankliche Leistung darstellen,
bedirfen sie intensiver Ubung und missen automatisiert werden. ,Automatisieren” meint nicht
Auswendiglernen. Automatisiert werden ,kann [...] nur,was zuvor verstanden wurde” (GAIDOSCHIK
2019, 95). Fur die Zerlegung bedeutet dies, die Schulerinnen und Schuler kdnnen ,ohne weiteren
Denk- und Vorstellungsaufwand® (GAIDOSCHIK 2019, 95) eine Zerlegung nennen, sind aber eben-
so in der Lage, die Zerlegung mit Material zu legen und sie in Operationen anzuwenden. Es geht
hierbei um das Benutzen von Strukturen. Das Nutzen von Strukturen bedeutet, diese zu festigen.
Fur Rechnungen mit einer Zehneruberschreitung oder -unterschreitung sind die Zerlegungen der
Zahl 10 besonders relevant. Sie werden intensiv gelbt, da eine innere Reprasentation der ver-
schiedenen Zerlegungen, das Losen von Additions- und Subtraktionsaufgaben erleichtert. Beliebt
ist es, die Zerlegungen der Zahl 10 mithilfe von ,verliebten Zahlen® darzustellen.

Spielen mit Zerlegungskarten:

Eine Schulerin zeigt eine Zerlegungskarte, auf der in einem Kreis in der oberen Kartenecke
die Gesamtmenge (z. B. 6) und in der Mitte der Karte eine Teilmenge (z. B. 5) zu sehen sind.
Ein anderer Schiler sucht aus seinen Karten die entsprechende Erganzungskarte, in diesem
Fall die Eins, heraus.
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Zeigen von Fingerbildern:

Die Hande sind hilfreich, um Zahlzerlegungen bzw. -zusammensetzungen begreifbar zu ma-
chen, da durch die Finger an einer Hand optisch und haptisch die Zahl 5 gut und sicher dar-
stellbar ist (vgl. GAIDOSCHIK 2016, 23). Die Verwendung von Fingerbildern bedeutet, dass
die Schilerinnen und Schiler ,ihre Finger nicht einzeln abzahlend einsetzen® (GAIDOSCHIK
2019, 48), sondern als ,Handpakete® in einer Bewegung dazugeben bzw. wegnehmen. Die
Hande werden als sog. statische Fingerbilder eingesetzt.

Hilfreich kann es sein, Zahlzusammensetzungen von Zahlen grofder als funf vorzuuben und
hierbei auf eine ,Haupt-Zeigeweise” fiir diese Zahlen zu achten. Sie kdnnen jeweils aus finf
- also einer Hand - und weiteren Fingern gebildet werden. Die Kinder und Jugendlichen
uben, die Zahlen mit ihren Handen schnell zu zeigen.

Spater konnen andere Zusammensetzungen erarbeitet werden, wie beispielsweise ,acht
kann aus vier Fingern der einen Hand und vier Fingern der zweiten Hand gebildet werden®
(GAIDOSCHIK 2016, 24).
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Abbildung 64: Zahlzusammensetzungen mit Fingerbildern; ISB

Auch die Zahlzusammensetzung kann mit den Fingerbildern gelubt werden:

,Zeige mit einer Hand fiinf, mit der anderen Hand drei - welche Zahl ergibt das?* -,Acht”. (GAIDO-
SCHIK 2019, 48)

Oder als Umkehrung der vorigen Aufgabe: ,Nimm von acht fiinf weg!"

Dabei ist es wichtig, dass die Schiilerin oder der Schiiler die ,finf" als eine ganze Hand erkennt
und wegnimmt.

Ganzes | zerlegen | Teil - Teile |
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Ich zerlege 5 in 2 und 3. l
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Diagnostische Leitfragen:
Zerlegt die Schulerin oder der Schuler eine Menge in verschiedene mogliche Teilmengen
und beschreibt ihr Tun?
Macht die Schulerin bzw. der Schuler die Zerlegung auch in einer Zusammensetzung ruck-
gangig?
Findet die Schulerin bzw. der Schuler auch systematisch alle moglichen Zerlegungen?
Notiert die Schulerin oder der Schuler die Zerlegungen mit passenden Notationsformen?
Nennt die Schulerin bzw. der Schuler Zerlegungen automatisiert?

Hinweis:  Das Verstindnis des Biindelns stellt einen Ubergang zwischen dem Zahlenraum 20 und einem erweiterten Zahlenraum dar.
Aus diesem Grund wurden im Folgenden auch grofsere Zahlen als 20 verwendet.

,Bundeln bedeutet, eine Menge grofer als 10 zu zehn zusammenzufassen, um grofie Anzah-
len schneller erfassen zu konnen. Das Blindeln ldsst sich auf weitere Zahlenrdume Ulbertragen.”
( , abgerufen
am 05.01.2022). Dabei wird im Sinne des dezimalen Stellenwertsystems die Zahl Zehn als Basis
gesehen (vgl. SELTER et al. 2014, 30).

Die Umkehrung des Bundelns wird als Entbundeln bezeichnet. Das mathematische Verstandnis
des Entbundelns ist Voraussetzung fur die Subtraktion mit Zehnerunterschreitung. Deshalb wird
das Entbundeln im Unterricht erst in diesem Zusammenhang thematisiert. Dennoch wird hier be-
reits die Definition des Entblindelns angeflgt:

,Bei der Entblindelung von Zahlen wird der Vorgang des Bindelns umgekehrt, um eine grofRere
Einheit in zehn Elemente der nachst kleineren Einheit zu tauschen.” (SELTER et al. 2014, 30).

Alle Bundelungsvorgange sind reversibel. Das bedeutet, dass Einheiten in kleinere Einheiten ge-
tauscht werden konnen und umgekehrt (vgl. , abgerufen am
27.01.2022).

Das Bundeln wird mit der Erschlieftung des Zahlenraums 20 notwendig. Wird der Zahlenraum auf
100 erweitert, bietet es sich zunachst an, die Zehnerzahlen als besondere Bundelungen zu thema-
tisieren und mit ihnen zu rechnen. Daran anschlieffend werden Bindelungen mit Einern, Zehnern
und Hundertern vorgenommen und die Stellenwerte eingefuhrt.

Rechnenlernen im Zahlenraum 20+ @ ‘ 61



Das Bundeln von zehn einzelnen Elementen zu einer neuen mathematischen Einheit ist eine
wichtige Voraussetzung fur ein Verstandnis des Stellenwertsystems.

Aufderdem ist das Bundeln eine Vorlauferkompetenz fur symbolische Bundelungs- und Entbunde-
lungshandlungen in Form von einfachen Additions- und Subtraktionsaufgaben (vgl. SELTER et al.
2014, 31). So werden beispielsweise in der Aufgabe 19 + 1 die neun plus ein Einer symbolisch zu
einem Zehner gebundelt, so dass das Ergebnis aus zwei Zehnern und keinem Einer (= 20) besteht.
Das Erkennen der dekadischen Struktur und das Verstandnis des Bundelns ermdglichen es den
Kindern und Jugendlichen, den Zahlenraum Uber die 20 hinaus beliebig zu erweitern.

Diagnostische Leitfragen:
Zahlt die Schulerin bzw. der Schiler Mengen bis zehn ab?
Sagen die Schulerinnen und Schuler die Zahlwortreihe bis zwanzig flexibel auf?
Beherrschen sie die im deutschen Sprachraum unregelmafiige Zahlwortbildung der mehr-
stelligen Zahlen mit der inversen Sprechweise ab der Zahl 13 (= zuerst Nennung des Einers,
dann Nennung des Zehners)?
Stellt die Schulerin bzw. der Schiler Mengen bis zehn korrekt her?
Versteht die Schalerin bzw. der Schuler, dass Mengen aus Teilmengen zusammengesetzt
werden konnen (Teil-Ganzes-Konzept)?

Um die Kompetenz des Blundelns anzubahnen, ist es mathematisch sinnvoll, dies zunachst han-
delnd einzuflUhren und spater den Schulerinnen und Schulern Aufgaben auf ikonischer und auch
symbolischer Ebene anzubieten. Dabei kann man sich an folgenden Ablaufen orientieren:
Einfihrung des Begriffs ,Biindeln® durch eine Lehrerdemonstration
Bindeln von nicht mathematischem, unstrukturiertem Material
Bindeln von nicht mathematischem, unstrukturiertem Material mithilfe einer mathemati-
schen Strukturierungshilfe
Bundeln und Tauschen von mathematisch vorstrukturiertem Material
Ubertrag der Kompetenz des Biindelns von der handelnden Ebene auf die ikonische Ebene
und die symbolische Ebene
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Zunachst wird das Prinzip des Bundelns eingefuhrt, bevor dann die Zehnerzahlen bis 100 er-
arbeitet werden.

Um den alltagssprachlich nicht gangigen Begriff des Bundels einzufUhren, zahlt die Lehrkraft
z.B. aus einer Menge von 13 Stiften zehn ab und bindet sie mit einem Band zusammen. Dabei
versprachlicht sie ihr Tun: ,Ich habe zehn Stifte zusammengebunden. Das ist nun ein Bundel, ein
Zehnerbiindel. Wir biindeln immer zehn zu einem Zehnerbiindel.” Im Anschluss lenkt die Lehrkraft
die Aufmerksamkeit der Schuilerinnen und Schuler auf die noch verbleibenden drei Stifte: ,Drei
Stifte sind noch Ubrig. Drei Einzelne sind noch tbrig. Wir kénnen die Einzelnen auch Einer nennen.’

Die entscheidende erste Erkenntnis, die angebahnt wird, ist, dass immer nur zehn Elemente, nicht
mehr und nicht weniger, ein Bindel ausmachen. Fur diese Bundelung muss den Schulerinnen und
Schilern bewusst der Begriff ,Zehnerbiindel” angeboten werden. Alle Uibrigen Elemente werden
als ,Ubrige” oder ,Einzelne“wahrgenommen und benannt. Firr diese Elemente wird den Schiilerin-
nen und Schiilern der Begriff ,Einer” angeboten.

Eine zweite Erkenntnis ist, dass dieser Vorgang beliebig oft wiederholt werden kann, solange noch
mindestens zehn einzelne Elemente Ubrig sind. Deshalb ist es wichtig, dass die Lehrkraft grofde
Mengen an Material bereitstellt, sodass der Bundelungsvorgang wiederholt durchgefuhrt werden
kann. Durch dieses strukturierte Zusammenfassen grofRerer Anzahlen zu Bundeln wird die Bedeu-
tung des ,Zehners* und der ,Einer” deutlich visualisiert und so erfahrbar (GAIDOSCHIK 2019, 163,
167).

Die dritte wichtige Erkenntnis ist, dass es moglich sein kann, dass nach einem abgeschlossenen
Bundelungsvorgang keine einzelnen Elemente Ubrigbleiben, es also null Einer gibt, z. B. bei der
Menge 30. Wichtig ist bei ersten Bundelaufgaben, auch eine solche Situation gleich anzubieten.

Von Anfang an wird beim Blndeln die richtige Schreibweise der Zahlen angebahnt. Dazu folgt
man folgendem Ablauf; hier beschrieben beim handelnden Bundeln der Menge 13:
1. Das Zehnerbiindel wird als ,Zehner”und die Einzelnen als ,Einer” bezeichnet. Die Schiilerin-
nen und Schiler sprechen: Es sind ein Zehner und drei Einer.
2. Die Schalerinnen und Schuler schreiben auf vorbereitete Kartchen 1 Z (fur Zehner) und 3 E
(fur Einer) und ordnen sie dem Zehnerbundel und den Einzelnen zu.
3. Nun legt die Lehrkraft das Montessorizahlenkartchen 10 zum Blndel und das Montessori-
zahlenkartchen 3 zu den Einern.
4. Im letzten Schritt fugt sie die beiden Zahlenkartchen zur Zahl 13 zusammen, wobei die
Einerkarte auf die Zehnerkarte gelegt und als Zahl 13 benannt wird.
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Die Schulerinnen und Schuler fuhren Bindelungsaufgaben mit verschiedenen unstrukturierten
Materialien durch und beschriften diese wie oben beschrieben mit den entsprechenden Zahlen-
kartchen, z. B.:
13 Stifte (oder Holzstabchen, Wascheklammern) werden mit einem Band oder Einweggum-
mi zu einem Zehnerbundel und drei einzelnen Stiften gebundelt.

Abbildungen 65 und 66: Einfiihrung des Begriffs ,biindeln”; ISB

13 Muggelsteine (oder NUsse, Knopfe etc.) werden zu einem Zehnerhaufchen zusammenge-
legt und daneben die drei einzelnen Muggelsteine gelegt.

In einem weiteren Schritt kann das Haufchen in eine Zehnerreihe mit einem kleinen Abstand
nach funf Muggelsteinen gelegt werden.

Lemyiden 1| FEHMER L P73
Creschickt zahlen und biindeln

Die Schulerinnen und Schuler bundeln unstrukturiertes Material mithilfe einer mathematisch
sinnvollen Strukturierungshilfe, die das Dezimalsystem reprasentiert, z. B.:
24 Holzplattchen werden in ein Rechenschiffchen gelegt zu 20 Plattchen im Schiffchen
und vier einzelnen Plattchen darunter.
24 Knopfe werden in zwei Eierkartons (Zehner-Kartons) verteilt, immer ein Knopf wird in
eine Mulde gelegt. Wenn ein Karton voll ist, wird dieser geschlossen und ein weiterer
Karton wird herangezogen. Vier einzelne Knopfe bleiben liegen oder werden alternativ in
einen dritten offenen Eierkarton gelegt.
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Abbildungen 67 und 68: Ungebliindelte und geblindelte Menge mit Zwanzigerschiffchen; ISB

Diese Phase des Blndelns fordert die Erkenntnis, dass zehn einzelne Elemente in ein Element der
nachstgrofderen Einheit getauscht werden konnen. Der Wert bleibt dabei gleich. So konnen zehn
einzelne Wurfel in eine Zehnerstange umgewechselt werden, sowie zehn Zehnerstangen in eine
Hunderterplatte.

Dies kann beispielsweise spielerisch mit dem Bankspiel nach Montessori erfolgen.

24 einzelne Holzwurfel werden gebundelt und getauscht.

S:,Das sind zehn Einerwdrfel. Daflr hatte ich gerne eine Zehnerstange.”

L:,Ah, das sind zehn Einerwiirfel, dafiir bekommst du eine Zehnerstange, bitte schon.”

S:,Das sind noch einmal zehn Einerwirfel. Daflir mochte ich bitte noch eine Zehnerstange.”

L: Hierfir bekommst du noch eine Zehnerstange.

S:Jetzt bleiben vier Einerwiirfel ibrig.“Also habe ich zwei Zehnerstangen und vier Einerwiirfel. Das
sind 20 und 4, also 24

Abbildungen 69 und 70: Ungebtindelte und gebiindelte Menge mit Zehnersystemsatz; ISB

Dieser Vorgang wird mit verschiedenen Mengen wiederholt.
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Es konnen Zahlenkdrtchen gelegt werden und die Schulerinnen und Schuler legen die entspre-
chende Menge mit Zehnerstangen und Einerwurfeln dazu.

Im nachsten Schritt wird die Kompetenz des Bundelns auf die ikonische Ebene mittels eines Ar-
beitsblatts Ubertragen.

Hier werden Abbildungen von Gegenstanden in Zehnerbundel und Einzelne geordnet. Dazu gibt
die Lehrkraft den Schualerinnen und Schulern die Hilfestellungen, zehn einzelne nahe beieinander
liegende Elemente anzustreichen und schliefdlich einzukreisen.

Beim Bundeln auf der symbolischen Ebene wandeln die Schilerinnen und Schuler Angaben von
z.B.3 Z(Zehnern) und 2 E (Einern) in Zahlen um, also 32.

Wir biindeln.

Einer Zehner

Einerwiirfel Zehnerstange

Haben die Schilerinnen und Schiler die Kompetenz des Blndelns erworben, konnen die Zehner-
zahlen eingefuhrt werden.

Ausgehend von dem bereits bekannten mathematischen Material, mit dem Zehner bislang darge-
stellt wurden, werden die bereits bekannten Zehnerzahlen 10 und 20 noch einmal gemeinsam
analysiert. Dabei verbalisieren die Kinder und Jugendlichen wiederholend, dass null Einer vor-
handen sind sowie ein bzw. zwei Zehner und visualisieren dies mithilfe einer Stellenwerttafel.
Zusatzlich werden die Anzahlen als Zahlen sowie Zahlworter neben die Mengen notiert. Anhand
dieser Notation konnen spater Regelmafiigkeiten (-zig) und Besonderheiten (dreif3ig) in der Reihe
der Zehnerzahlen erkannt werden.
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Mit dem Hinzufugen eines weiteren Zehners (z. B. eine mit zehn Eiern gefullten Eierschachtel oder
eine Zehnerschachtel) stellt sich die Frage, wie viele Zehner und Einer nun vorhanden sind und
wie die zugehdrige Zahl benannt wird. Die Schilerinnen und Schuler tragen drei Zehner und null
Einer in die Stellenwerttafel ein und formulieren Vorschlage fir die Benennung der Zahl. Es ist
durchaus wahrscheinlich, dass einzelne Schulerinnen und Schuler aus ihrer Lebensumwelt bereits
den Begriff ,dreiig” kennen und diesen nennen. Es kann aber auch der Begriff ,dreizig” genannt
werden, der in der Logik der Reihe liegen wurde. Die Besonderheit der Zahl dreif3ig greift die Lehr-
kraft bei der gemeinsamen Besprechung der Regelmafigkeiten auf.

FUr diese Analyse ist es sinnvoll, alle Mengen und deren Notationen untereinander (z. B. auf dem
Boden) zu arrangieren. So konnen die Schulerinnen und Schiler die Erkenntnisse gewinnen,
dass alle Zahlen bis auf die Zehn und die Dreif8ig auf -zig enden,
ab vierzig die Bezeichnung des Einers plus -zig die Zehnerzahl bildet,
anstatt ,zweizig" zwanzig, anstatt ,sechszig” sechzig und anstatt ,siebenzig” siebzig gesagt
wird,
zehn und hundert aus der Systematik mit -zig am Ende herausfallen.

Die Lehrkraft fUhrt fur diese Zahlenfolge den Begriff der Zehnerzahlen ein.

Da die Endung -zig vor allem bei der Notation drei- und mehrstelliger Zahlen eine hilfreiche Ori-
entierung fur den Stellenwert gibt, ist es sinnvoll, diese Endung beim Sprechen deutlich zu beto-
nen und das Sprechen auch zu Uben.

In Ubungen auf enaktiver, ikonischer und symbolischer Ebene wechseln die Schilerinnen und
Schuler zwischen verschiedenen Darstellungsformen der Zehnerzahlen und ordnen diese ein-
ander zu. Dabei ist wichtig zu beachten, dass die Notation der Zahlworter - zwanzig, dreifdig etc.
- fur die Analyse der Regelmafigkeiten sinnvoll war, diese aber nicht aktiv von den Kindern und
Jugendlichen geschrieben werden mussen.

Diagnostische Leitfragen:
BlUndelt die Schulerin bzw. der Schuler konstant immer genau zehn Elemente?
Benennt sie oder er das Bliindel mit dem Begriff ,Zehner, ,Zehnerblindel” oder ,Zehnerstan-
ge“ und die einzelnen Elemente zundchst mit dem Begriff ,Einzelne® und schlieflich mit
,Einer?
Benennt die Schulerin oder der Schuler die Zehnerzahlen regelkonform und erkennt diese in
verschiedenen Darstellungsformen?
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Hinweis:  Das Verstdndnis des Biindelns stellt einen Ubergang zwischen dem Zahlenraum 20 und einem erweiterten Zahlenraum dar.
Aus diesem Grund wurden im Folgenden auch grofsere Zahlen als 20 verwendet.

Nach FROMME gilt die flexible Ubersetzung zwischen verschiedenen Darstellungen bzw. Repré-
sentationstypen als Hauptmerkmal des Stellenwertverstandnisses (vgl. FROMME 2017, 43). Die-
se sind Zahldarstellung (anschauliche Materialdarstellung), Zahlwort (verbale AuBerungen) und
Zahlzeichen (schriftlich-symbolische Schreibweisen) (FROMME:
abgerufen am 05.04.2022).

’

Ist der Aufbau des Stellenwertsystems einmal verstanden, konnen bei den Schualerinnen und
Schulern Zahlvorstellungen zu Zahlen beliebiger GrofRe entstehen (vgl.

, abgerufen am 05.04.2022). Zudem tragt das Verstandnis des Dezimalsystems zu einer
Vereinfachung von Rechenwegen bei und ist insbesondere bei schriftlichen Rechenverfahren be-
deutsam (vgl. ,abgerufen am 05.04.2022).

Dem Stellenwertsystem liegen folgende vier Prinzipien zugrunde:

Der Wert einer Ziffer wird durch ihre Position innerhalb einer Zahl bestimmt (z. B. hat die 5 in 52
einen anderen Wert als in 35) (vgl. ,abgerufen am 11.06.2022).

Zehn Elemente werden zu einem Bundel hoherer Ordnung zusammengefasst. Dies wird so lange
wiederholt, bis es keine weiteren Blindelungen mehr gibt (fortgesetzte Bindelung) (vgl. SCHAFER
2020, 110 f)).

ENREEEEEEE
ERESREEEWE

|

Abbildungen 71 und 72: Tausch von zehn Zehnerstangen in eine Hunderterplatte; ISB
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Jede Ziffer transportiert also Informationen Uber die Anzahl der einzelnen Blindel sowie Uber die
Machtigkeit der jeweiligen Bindel. Wird eine Stelle nicht besetzt, so fungiert die Null als Platz-
halter (z. B. 25 oder 205) (https://pikas-mi.dzlm.de/node/529, abgerufen am 05.04.2022).

Abbildungen 73 - 76: Bedeutung der Null im Stellenwertsystem; ISB

Additives Prinzip
Die Summe der Einzelwerte der Stellen ergibt die Gesamtsumme der Zahl,z.B. 20 + 5 = 25.

Abbildung 77: Additives Prinzip des Stellenwertsystems; ISB

Multiplikatives Prinzip

Die Machtigkeit der einzelnen Bundel wird durch jede Ziffer einer Zahl dargestellt. In 25 symbo-
lisiert die 2 zwei Zehnerblndel und die 5 funf ungeblndelte Einer.25=2 ¢ 10+ 5 « 1 (vgl. ROSS
1989, zitiert nach SELTER et al. 2014, 30).
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,Das Besondere, Fundamentale an der Stellenwertdarstellung von Zahlen als Sym-
bolik ist ihre hochst effiziente Systematik. Mit einer endlichen Anzahl von Ziffern (in
unserem Dezimalsystem zehn) kann jede Zahl (bis ins Unendliche) unter Nutzung
des Schreibraumes (Stelle) eindeutig dargestellt werden. Die Kinder konnen hier
eine Ahnung von der Unendlichkeit der Zahlenwelt verspiiren.” (WINTER 2001, 2)

Diagnostische Leitfragen:
Benennt die Schulerin bzw. der Schuler die Ziffern O bis 9 richtig und erkennt sie als ge-
schriebene Zahlen?
Stellt die Schulerin bzw. der Schiler Mengen bis 10 korrekt her?
Zahlt die Schulerin bzw. der Schuler Mengen bis 10 ab?
Verbindet die Schiilerin bzw. der Schiiler ,nichts” mit der Zahl Null?
Versteht die Schulerin bzw. der Schuler, dass Mengen aus Teilmengen zusammengesetzt
werden konnen (Teil-Ganzes-Konzept)?

Es ist zu beachten: Es ist nicht notwendig, dass die Schulerin bzw. der Schiler den Zahlenraum bis
10 bereits automatisiert hat, um sich ein Verstandnis des Stellenwertsystems erarbeiten zu kon-
nen.Im Gegenteil konnen grofRe Zahlenraume sogar motivieren, sich weiterhin intensiv mit Zahlen
und Zahlen zu befassen, anstatt iber mehrere Jahre im Zahlenraum bis 10 zu verharren.

GAIDOSCHIK empfiehlt grundsatzlich eine Trennung von Schreib- und Sprechweise (2019, 168).
Zunachst sollte sich darauf konzentriert werden, wie gebundelte Mengen notiert werden konnen,
bevor thematisiert wird, wie die Zahlen heifien und ausgesprochen werden.

Die Lehrkraft halt die Schulerinnen und Schuler dazu an, folgendermafien zu sprechen: ,Das sind
zwei Zehner und funf Einer. Das Prinzip, dass diese Zahl als 25 bezeichnet wird, sollte zunachst
vernachlassigt werden. Nennt eine Schulerin oder ein Schiler die korrekte Zahlbezeichnung, so
bestatigt die Lehrkraft diese, geht jedoch nicht tiefer darauf ein.

Das Material sollte immer sortiert werden: Einer ganz rechts, dann links davon Zehner, dann Hun-
derter etc. ( ,abgerufen am 05.04.2022).
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Hilfreich sind farbige Sortiervorlagen, z. B. nach Montessori. Auch beim Eintragen in eine Stellen-
werttafel konnen die Farben bei der Strukturierung helfen.

Abbildungen 78 - 80: Strukturierungshilfen fiir die Arbeit mit Stellenwertsystemen, ISB

Es sollte beim Notieren der Zahlen unbedingt auf die Schreibrichtung von links nach rechts ge-
achtet werden (Einer zum Schluss schreiben), da dies wichtig fur die Arbeit mit dem Taschenrech-
ner ist. Hierbei wird der Vorgang versprachlicht und die inverse Sprechweise (s. u.) kann themati-
siert werden.Zum Beispiel:,lch habe zwei Zehner und funf Einer. Ich schreibe eine Zwei und eine
Finf. Die Zahl heif3t Fiinfundzwanzig.”

Nicht nur zu Motivationszwecken, sondern vor allem um ein tiefes Verstandnis flr das Stellen-
wertsystem zu erreichen, sollte das Bundeln und Notieren nicht rein auf den Zahlenraum bis 20
beschrankt werden. Sobald die Ziffern bis 9 verinnerlicht sind, kann das Ergebnis auch bei mehr
als zwei Zehnern notiert werden (GAIDOSCHIK 2019, 167). Ein Alltagsbezug zu grofieren Mengen
kann z. B. bei der taglichen Thematisierung des Datums hergestellt werden.

Das Prinzip der fortgesetzten Bundelung ist insbesondere in grofden Zahlenraumen (ab 1 000) er-
kennbar (GAIDOSCHIK 2019, 162; , abgerufen am 05.04.2022).

Um zwischen den Zahldarstellungen zu wechseln, ist eine grofde Flexibilitat vonnoten. Diese stellt
fur Schilerinnen und Schuiler mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung mitunter eine Heraus-
forderung dar.

Ist nicht verstanden, dass die Null ,nichts” symbolisiert, kann die Dringlichkeit der Null als Platz-
halter nicht nachvollzogen werden.

| Zohl: Fa.?-"i".

Abbildungen 81 - 83: Bedeutung der Null an verschiedenen Positionen im Stellenwertsystem; ISB
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Das muss man im Blick behalten:

Eine grofde Hurde stellt im Deutschen die inverse Sprechweise ( -und- = )dar.
Diese birgt vor allem die Gefahr von Zahlendrehern (GAIDOSCHIK 2019, 171 f.; https://
primakom.dzlm.de/node/283, abgerufen am 05.04.2022). Um Fehlern entgegenzuwirken,
kdonnen die Lernenden zunachst die Zahl in die Stellenwerte zerlegen (,37 - ich hore 30,

also drei Zehner und sieben, also sieben Einer” - 3Z 7E —>37).

Auch wenn die Bildung der Zahlworter einer gewissen Regelmafigkeit folgt, gibt es ei-
nige Ausnahmen (z. B. zwanzig - dreifig, elf, zwolf, sechzehn - sechsundzwanzig) (vgl.
https://pikas-mi.dzlm.de/node/529, abgerufen am 05.04.2022).

\
[=
https://mahiko.dzlm.de/node/321 E
[=
J

Auch wenn der Zahlenstrahl zunachst nicht die ,Kraft der 10 bedient, kann er zum Stellenwertver-
standnis beitragen, wenn an ihm Strecken mithilfe von Zehner- bzw. Einerstrecken gelegt werden.
So konnen beispielsweise zwei Zahlen verglichen werden:

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 84: Zahlenstrahl: http.//www.recheninstitut.at/wp-content/uploads/?011/10/Abb-ZR100-4.]pg, abgerufen am 05.04.2022

Im obenstehenden Beispiel werden zwei Zehner- und acht Einerstrecken mit acht Zehner- und
zwei Einerstrecken verglichen (http://www.recheninstitut.at/mathematische-lernschwierigkeiten/
fordertips/zahlenraum-100/, abgerufen am 05.04.2022).

Sehen Schilerinnen und Schuler Ziffern lediglich als Teil einer Zahlenreihe, so ,unterscheidet
sich ,10" nicht grundsatzlich von ,9° oder ,11* (http//www.recheninstitut.at/mathematische-lern-
schwierigkeiten/fordertips/zahlenraum-100/, abgerufen am 05.04.2022). Es wird in der Reihe wei-
tergezahlt, jedoch nicht verinnerlicht, was ein ,Zehnerist.

Wird permanent mit einer Farbcodierung fur die Stellenwerte gearbeitet, besteht die Gefahr, dass
diese lediglich auswendig gelernt wird, ohne den Sinn der Sortierung zu verstehen. Im Lauf des
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Lernprozesses sollten die Schulerinnen und Schuler sich also von farblichen Codierungen und
vom Material ablésen (vgl. 4-Phasen-Modell nach WARTHA & SCHULZ).

Um die Verknipfung zwischen den Reprasentationsebenen zu schulen, sollten die Werte auch
abstrahiert dargestellt werden.

Abbildung 85: Beispiele verschiedener Reprédsentationsebenen; ISB

Strukturierte Materialien nach Stellenwerten sortieren

Rechnen-
lernen im

Zahlenraum

20+

Strukturiertes Material nach Zahlenkartchen legen

Arbeit mit Stellenwert-Wurfeln: Es wird gewdrfelt und die passende Anzahl mit Material
gelegt, die Wertigkeit wird in die Stellenwerttafel eingetragen und die Zahl notiert.

)L 4

Abbildung 86: Arbeiten mit Stellenwertwiirfeln; ISB
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Zahlen einstellen nach Mengenvorgabe
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Zahlen einstellen mit Augenmerk auf der Null
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,Ratsel’,z. B.in Partnerarbeit: Es wird eine Zahl beschrieben (z. B.,Meine Zahl hat vier Zehner
und keinen Einer. Wie heifst sie?”) oder umgekehrt wird eine Zahl gesagt und vom Ratenden

die Anzahl an Zehnern und Einern genannt (,34.° = ,Da braucht man drei Zehner und vier
Einer.).
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-
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Quartett: Es werden Quartettkdrtchen erstellt,um die Flexibilitidt der Ubersetzung zwischen
den Darstellungen zu fordern.
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199 THZIEL | 00,0049 | |

330 i — 300 + 30

Abbildung 87: Quartettkartchen (SELTER et al. 2014, 23)

Wir biindeln.

Hunderter Zehner I Einer I

Hunderterplatte Zehnerstange I Einerwiirfel I

Hunderter | Zehner Einer

Spalte I Spalte Spalte I
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Diagnostische Leitfragen:

Bundelt und entbindelt die Schalerin bzw. der Schuler korrekt?

Sortiert die Schulerin bzw. der Schuler didaktisches Material nach Stellenwerten? Gelingt ihr
bzw. ihm dies auch ohne eine Farbcodierung?

Verwendet die Schulerin bzw. der Schuler Fachbegriffe (Einerwurfel, Zehnerstange etc.) so-
wohl passiv als auch aktiv korrekt?

Orientiert sich die Schulerin bzw. der Schuler in den einzelnen Stellen der Stellenwerttafel?
Wandelt die Schulerin bzw. der Schuler Mengendarstellungen (konkretes Material oder bild-
liche Darstellung davon) in abstrahierte Zahldarstellungen mit Strichen und Punkten um?
Legt die Schulerin bzw. der Schuler gesprochene Zahlen mit konkretem Material nach oder
zeichnet sie als ikonische oder symbolische Darstellungen?

Benennt die Schulerin bzw. der Schuler die Zahlen entsprechend der Stellenwerte ohne
,Zahlendreher” richtig?

Notiert die Schulerin bzw. der Schiler Zahlen in Schreibrichtung von links nach rechts, be-
ginnend mit dem hochsten Stellenwert, ohne dass ,Zahlendreher” auftreten?

Tippt die Schalerin bzw. der Schuler Zahlen korrekt in den Taschenrechner ein?
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Als Grundvorstellungen von Rechenoperationen bezeichnet man die ,Fahigkeit, die Bedeutungs-
vielfalt von Rechenoperationen zu erfassen” (SELTER, ZANNETIN 2021, 45).

Zu jeder Operation gibt es verschiedene Grundvorstellungen (vgl. FROMME, WARTHA, BENZ 2011),
die durch Situationen, Rechengeschichten oder bildliche Darstellungen angemessen reprasentiert
werden sollten (vgl. GOTZE, SELTER, ZANNETIN 2020, 43).

Die Rechenoperationen Addition und Subtraktion werden als Veranderungen von Mengen ver-
standen.

In der folgenden Ubersicht werden die zentralen Grundvorstellungen zu den zwei Grundrechen-
arten Addition und Subtraktion anhand von Beispielen aufgeflhrt. Es existieren noch weitere, hier
werden aber nur die fur Schulerinnen und Schuler relevanten Grundvorstellungen angefuhrt.

Beim Hinzufligen wird einer Menge von Ob- | Beim Abziehen werden Objekte von einer Men-

jekten eine weitere hinzugefugt. ge weggenommen, so dass ein Rest entsteht.
Finn hat zwei Steine. Er bekommt Marilena hat 15 Stifte. Sie verschenkt
drei Steine geschenkt. Wie viele funf davon. Wie viele Stifte hat sie
Steine hat er jetzt? jetzt?

Beim Zusammenfassen werden zwei Mengen | Beim Erganzen wird ein Unterschied dyna-

zusammengelegt. misch bestimmt.
Finn hat zwei Steine. Mila hat drei Marilena hat zehn Puzzleteile zusam-
Steine. Wie viele Steine haben sie mengesetzt. Das Puzzle hat insgesamt
zusammen? 15 Teile. Wie viele Teile fehlen noch?

Beim Vergleichen werden zwei Mengen durch | Beim Vergleichen wird ein Unterschied sta-

Addition verglichen. tisch bestimmt.
Finn baut einen Turm aus zwei Stei- Marilena hat vier Kekse. Emilian hat
nen. Mila hat einen Stein mehr auf sechs Kekse. Wie viele Kekse hat
ihrem Turm. Wie viele Steine hat Marilena mehr als Emilian?
Mila?

(Vgl. SELTER, ZANNETIN 2021, 47)
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Kinder und Jugendliche mussen diese Grundvorstellungen nicht aktiv unterscheiden konnen. Al-
lerdings sollten sie Aufgaben, denen diese Grundvorstellungen zugrunde liegen, losen kdnnen.

Wichtig ist auch, dass Kinder und Jugendliche Additions- oder Subtraktionsaufgaben nicht nur
automatisiert wiedergeben, sondern in verschiedenen Darstellungsformen erkennen oder selbst
abbilden konnen. Dafiir missen sie zwischen den Darstellungsformen ,Handlung®, ,Bilder®, ,Spra-
che®und ,Mathesprache”wechseln konnen. Die Fahigkeit zum Darstellungswechsel zeigt sich dar-
in,,zwischen [...] verschiedenen ,Sprachen” hin- und heriibersetzen zu konnen, also Verbindungen
herstellen zu kdnnen zwischen konkreten, haufig in Alltagssprache beschriebenen, (Alltags-) Situ-
ationen und mathematischen Symbolen und Rechenoperationen® (GERSTER, SCHULTZ 2004, 388).

Iy
q;ﬁoo},-“ - 00000 00
/. /1 Handlung Bild

Cedx
R
/S

Sprache Mathesprache

"Weil im Zwanzigerfeld bis zur Mitte immer 5 7
Plattchen liegen, kann ich auf einen Blick sehen,
dass es insgesamt 7 Pléttchen sind." 5+2= 7

Abbildung 88: Wechsel zwischen mathematischen Darstellungen (| , abgerufen am 05.10.2022)

Wichtig bei allen Aktivitaten zum Darstellungswechsel ist es, Uber diese zu reflektieren und zu
reden. Man konnte also sagen, man leitet die Schilerinnen und Schiler zum ,lauten Denken® an.
Denn eine Handlung mit Material oder das Zeichnen eines Bildes allein entwickelt noch keine
tragfahige Vorstellung, sondern erst das Nachdenken daruber. Dabei ist es sinnvoll, Kinder Abbil-
dungen selbst deuten zu lassen und keinesfalls eine Deutung als ,die richtige® vorzugeben. Zu
einer Abbildung konnen sich auch verschiedene Rechnungen finden lassen, die mit einer entspre-
chenden Begrindung alle ihre Berechtigung haben kdnnen (vgl. GAIDOSCHIK 2007, 79 f.).
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Die Grundvorstellungen von Addition und Subtraktion ermoglichen erst den Umgang mit Men-
genveranderungen. Auf ihnen bauen aufierdem die Grundvorstellungen fur die Rechenoperatio-
nen von Multiplikation und Division sowie fur halbschriftliche und schriftliche Rechenverfahren
in grofReren Zahlenraumen auf.

Diagnostische Leitfragen:
Ist das Teil-Ganzes-Konzept bei der Schulerin bzw. dem Schuler bereits ausgebildet?
Erkennt die Schulerin bzw. der Schiler an verschiedenen Begriffen (z. B. dazulegen), welche
Handlungen beschrieben werden?
Kann die Schulerin bzw. der Schuler Mengen mit Material herstellen bzw. Objekte korrekt
abzahlen?
Hat die Schulerin bzw. der Schiler tragfahige mentale Mengenvorstellungen?

Es ist wichtig darauf zu achten, die einzelnen Grundvorstellungen klar voneinander getrennt zu
behandeln (vgl. Tabelle oben).

Um die Schulerinnen und Schuler mit einer Grundvorstellung (z. B. Zusammenfassen) ver-
traut zu machen, fuhrt die Lehrkraft die dazugehorige Operation mit wenig Material (zwei
blaue Steine von Finn und drei rote Steine von Mila) und in einer Ubersichtlichen Situa-
tion durch und begleitet ihre Handlungen sprachlich (,Zusammen haben sie ..."). Die Kinder
und Jugendlichen beobachten die Handlung und beschreiben sie im Anschluss zundchst mit
ihren eigenen Worten, bevor sie unter Anleitung der Lehrkraft zunehmend die zentralen
Fachbegriffe (,zusammen®) verwenden.

Es ist wichtig, dass die Schulerinnen und Schaler im Anschluss daran selbst tatig werden und
sowohl Handlungen und Darstellungen interpretieren als auch solche erfinden, erzahlen
oder malen. Dabei ist zu beachten, dass Darstellungen selten eindeutig zu verstehen sind. Im
Sprechen Uber die Rechensituation konnen die Kinder und Jugendlichen ihre eigenen Inter-
pretationen erldutern und der Lehrkraft dadurch wichtige Ruckmeldungen zum Verstandnis
der Grundvorstellung geben.
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Das Aufzeichnen von Handlungen bedarf bei Schiulerinnen und Schilern mit geistiger Behin-
derung sicherlich einer besonderen Ubung und didaktischen Reduktion. Hier ist es sinnvoll,
wenn beispielsweise ein fester Rahmen vorgegeben wird, z. B. ein Tisch, auf den Teller ein-
gezeichnet werden oder ein Schwimmbecken, in das Kopfe gemalt werden. Zudem konnen
vereinfachte Formen zum Zeichnen angeboten werden: Kreise als Symbol fur Menschen
(Kopf) oder Striche fur z. B. Besteck. Alternativ konnten auch Situationen konkret gelegt und
dann mit einem digitalen Endgerat fotografiert werden.

Die Lehrkraft verwendet ausreichend Zeit fur die Handlungen, deren bildliche Darstellung
und vor allem deren verbale Beschreibung, bevor sie die zur Grundvorstellung passende
Notation mit Rechenzeichen thematisiert. Dabei wird die Notation (2 + 3 = 5) sozusagen als
Protokoll der Handlung oder Situation verstanden und vermittelt.

Haben die Schulerinnen und Schuler eine Grundvorstellung stabil verinnerlicht, bietet die
Lehrkraft ihnen eine weitere an.

AufRerdem werden die Grundvorstellungen und Rechenoperationen in sinnvoll strukturier-
ten Ubungen trainiert. Dazu gehdrt auch, Tausch-, Umkehr- und Platzhalteraufgaben zu iben,
um mechanischem Rechnen vorzubeugen und die Grundvorstellungen der Rechenoperatio-
nen tiefer zu durchdringen.

4+2 =6 4-2 =2
plus zusammen sind es minus
dazutun Jetzt sind es weghehmen jetzt sind es
dazukommen ist gleich abziehen ist gleich
Ergebnis Ergebnis

Lernviden | 7FHNER RDFIRER:
Rechnen mil Zehnern
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ADDITION VERSTEHEN

SUBTRAKTION VERSTEHEN

Diagnostische Leitfragen:
Verknupft die Schulerin bzw. der Schuler mit den Rechenzeichen entsprechende Handlun-
gen?
Benennt die Schulerin bzw. der Schuler die Rechenzeichen richtig?
Ubersetzt die Schilerin bzw. der Schiiler Rechensituationen in verschiedene Darstellungs-
formen?
Halt die Schulerin bzw. der Schuler die korrekte Notationsform von Operationen ein?
Geht die Schulerin bzw. der Schuler flexibel mit Platzhalteraufgaben um?

SCHAFER spricht in Bezug auf die Addition und Subtraktion von drei wesentlichen Grundstrate-
gien, die bei der Losung der Operationen genutzt werden konnen.
Dies sind

sog. informelle Strategien,

heuristische Strategien und auch

das Anwenden von Auswendigwissen sowie

Mischformen aus den genannten mathematischen Vorgehensweisen.
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Dabei ist zu beachten, dass hier nicht hierarchisch von einer ,Abfolge einander ablosender Strate-
gien* (SCHAFER 2020, 112) auszugehen ist, jedoch in der Regel anfangs das informelle Vorgehen
beim Losen von Additions- und Subtraktionsaufgaben im Mittelpunkt steht. Geschicktes Rechnen
anhand von heuristischen Strategien muss aufgrund der hoheren kognitiven Anforderung nach
SCHAFER gezielt initiiert und mit den Schilerinnen und Schiilern intensiv gelibt und angewen-
det werden (vgl. SCHAFER 2020, 112 und GAIDOSCHIK 2021, 131).

Mithilfe von Rechenstrategien lasst sich das Tempo beim Losen von Aufgaben erhohen und lassen
sich komplexere Aufgaben auch ohne halbschriftliche oder schriftliche Rechenverfahren im Kopf
losen.

Diagnostische Leitfragen:
Ist das Teil-Ganzes-Konzept bei der Schulerin bzw. dem Schuler bereits ausgebildet?
Erkennt die Schulerin bzw. der Schiler an verschiedenen Begriffen (z. B. dazulegen), welche
Handlungen beschrieben werden?
Kann die Schilerin bzw. der Schiler Mengen mit Material herstellen bzw. Objekte korrekt
abzahlen?
Hat die Schulerin bzw. der Schuler tragfahige mentale Mengenvorstellungen?

Folgende Rechenstrategien sind gelaufig fur das Rechnen im Zahlenraum 20+. Die zahlenden
Strategien konnen als die leichtesten angesehen werden, wahrend die heuristischen deutlich an-
spruchsvoller sind und vor allem das Prinzip des gegensinnigen Veranderns eine grofse intellektu-
elle Flexibilitat verlangt.
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Rechenstrategien zur Losung von Additionsaufgaben

Informelle Strategien

Alles Zahlen « Vollstandiges Auszahlen: Die Summe wird
durch vollstandiges Auszahlen der Teilmen-
gen bestimmt.

Weiterzahlen « Weiterzahlen vom ersten Summanden aus

« Weiterzahlen vom grofleren Summanden
aus (nach Anwendung des Kommutativge-
setztes)

* Weiterzahlen vom grofieren Summanden
aus in grofderen Schritten, z. B. in Zweier-
schritten:

c6+8=8+2+2+2=14

Heuristische Strategien

Anwenden des Kommutativgesetztes * Nutzen von Tauschaufgaben:

Die Positionen der Summanden werden ge-
——

tauscht,da es leichter ist,vom grofieren Sum-
manden aus weiterzuzahlen, z. B.:

S 2+7=7+2.
e .
Abbildungen 89 und 90: Material zur Erkldrung des Kummutativ-
gesetzes; ISB
Anwenden von Analogieaufgaben * Nutzen von analogen Aufgabenstrukturen

(kleine Aufgabe - grofie Aufgabe), z. B.:
4+3=7und14+3=17

>

Abbildung 91: Darstellung von Analogien; ISB
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Verdoppeln
[
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Abbildung 92: Verdoppeln mit Abbildung 93: Zwanzigerfeld
Hilfe eines Spiegels; ISB

abgerufen am 04.05.2023)

Nutzen von Nachbaraufgaben

Abbildung 94: Ausschnitt aus 1+1-Tafel (

, abgerufen am 04.05.2023)

Nutzen von Partneraufgaben

8+6 8+7

Abbildung 96: Ausschnitt aus 1+1-Tafel:

, abgerufen am 04.05.2023
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Nutzen der Ergebnisse von Verdoppelungs-
aufgaben, da diese aufgrund ihrer Pragnanz
gut auswendig gelernt werden konnen, z. B.:
4+4=8oder5+5=10.

Nutzen eines bekannten Rechenergebnisses
einer Nachbaraufgabe, z.B.: 6 + 6 = 12 dann
ist7+6=13

Nutzen eines bekannten Ergebnisses einer
Partneraufgabe mithilfe gegensinniger Ver-
anderung: Der erste Summand wird z. B. um
1 erhoht und der zweite Summand um 1
reduziert,das Ergebnis bleibt gleich (+ 1 /-1),
z.B.:7+7=14,dannist 8 + 6 = 14



Schrittweises Rechnen
9+4=  (ssssssenec o
[ O o,

9+1=10 E358835588) Jo
10+3=13

(0000000000
00000 |O0O000)

Abbildung 97: Schrittweises Addieren: hitps.//mahiko.dzlm.de/1-
schuljahr-%E2%80%93-%C3%BCberblick/zahlen-zerlegen/grundla-
gen, abgerufen am 04.05.2023

Auswendigwissen

Anwenden von Auswendigwissen

¢ Erganzen bis zum vollen Zehner (Zehner-
stopp) und dann Addieren der Restmenge,
zB:9+4=9+1+3

+ Losen der Aufgabe durch Anwenden von er-
lernten Strategien, z. B. Verdoppeln:
6+8=6+6+2

« Losen von Operationen mittels automati-
sierter Rechenergebnisse (meist im Zahlen-
raum bis 10)

(Vgl. GAIDOSCHIK 2021, 108 ff.und SCHAFER 2020, 112 ff.)

Rechenstrategien zur Losung von Subtraktionsaufgaben

Informelle Strategien

Zahlen mit Materialeinsatz

Reines Zahlen

Heuristische Strategien

Nutzen von Analogieaufgaben

Abbildung 98: Darstellung zur Erkldrung von Analogien; ISB

* Wegnehmen: Vom Minuenden wird der Sub-
trahend weggenommen und die verbleiben-
de Menge ausgezahlt.

« Erganzen: Der Subtrahend wird bis zum
Minuenden erganzt und die gelegte Diffe-
renz bestimmt.

« Ruckwartszahlen (um eine gegebene An-
zahl von Schritten)

« Ruckwartszahlen (bis zu einer gegebenen
Zahl)

» Vorwartszahlen

« Nutzen von analogen Aufgabenstrukturen
(kleine Aufgabe - grofie Aufgabe), z.B.:
7-3=4dannist17-3=14
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Halbieren Nutzen der Ergebnisse von Halbierungsauf-
gaben, da diese aufgrund ihrer Pragnanz gut
OO0 auswendig gelernt werden konnen, z. B.:
0008000000 495

09090/000C0 8-4=40derl0-5=5
000000 000 1,4
e900099 000

eeee000000 ,; ,
0600080800

0000000000 g4

) [

Abb/[dung 99: Darstellung zur Abblldung 100: ZWGnZ/geIfeld
Erkldrung des Halbierens; ISB

, abgerufen am

04.05.2023

Nutzen von Nachbaraufgaben Nutzen eines bekannten Rechenergebnisses
einer Nachbaraufgabe, z. B.: 7 - 5 = 2, dann
ist7-4=30der8-4=4,dannist8 -5=13

Abbildung 101: Ausschnitt aus 1-1-Tafel:

Nutzen von Partneraufgaben Nutzen eines bekannten Ergebnisses einer
Partneraufgabe mithilfe gleichsinniger Ver-
anderung (-1/-1): Der Minuend und der Sub-
trahend werden um die gleiche Zahl ver-
mindert, das Ergebnis bleibt gleich, z. B.:
8-5=3und7-4=3

Abbildung 102: Ausschnitt aus 1-1-Tafel:
Schrittweises Rechnen Vermindern zum vollen Zehner (Zehnerstopp)
13 - 4 = CITITIITII) und dann Restmenge subtrahieren, z. B.:
U] I [ele][e]e]e]e]e) 13-4=13-3-1
°

13-3=10 (g3820[eesss; o2

10-1=9 (S53esssessy o'¢

AN PN N I Y,

Abbildung 103: Schrittweises Subtrahieren (in Anlehnung an:

, abgerufen am 04.05.2023)

86 ‘ @ Rechnenlernen im Zahlenraum 20+



Auswendigwissen

Anwenden von Auswendigwissen « Losen von Operationen mittels automatisier-
ter Rechenergebnisse (meist im Zahlenraum
bis 10)

(Vgl. GAIDOSCHIK 2021, 108 ff.und SCHAFER 2020, 112 ff))

Das muss man im Blick behalten:

SCHAFER weist im Hinblick auf die aufgefiihrten Strategien darauf hin, dass sich viele
Schalerinnen und Schuler mit dem Forderbedarf geistige Entwicklung schwertun, ,sich
vom zahlenden Rechnen zu losen und geschickte, effiziente Strategien zu nutzen® (vgl.
SCHAFER 2020, 113). Hier sind eine gute individualpddagogische Entwicklungsplanung
und auch extrinsische Impulse unabdingbar, um diese Entwicklung zu unterstutzten (vgl.
SCHAFER 2020, 115). Glnstig ist in jedem Fall, wenn den Schiilerinnen und Schiilern ,ge-
nugend Zeit fur die Erkundung des Zahlenraums und den Aufbau des Zahlenverstandnis-
ses gelassen wird“ (PADBERG, BENZ in SCHAFER 2020, 114) und sie bereits im kleineren
Zahlenraum Erfahrungen mit der simultanen Zahlerfassung am strukturierten Material
machen konnen. Auch wenn vielfaltige mathematische Rechenwege erarbeitet und be-
sprochen werden, so muss davon ausgegangen werden, dass einige Schulerinnen und
Schiiler dabei an ihre Grenze stoRen werden (vgl. SCHAFER 2020, 114)

Weiterfuhrende Informationen des DZLM:

~
https://mahiko.dzlm.de/node/49

J

~
https://mahiko.dzlm.de/node/50

J
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Diagnostische Leitfragen:
Kann die Schulerin bzw. der Schiler nachvollziehen, wenn die Lehrkraft eine Rechenstrate-

gie assistierend anwendet?
Erinnert sich die Schulerin bzw. der Schuler an die Moglichkeit, Rechenstrategien anwenden

zu kdnnen?
Wendet die Schalerin bzw. der Schuler eine von der Lehrkraft vorgeschlagene Rechenstrate-

gie verstehend an?
Wahlt die Schalerin bzw. der Schuler eigeninitiativ eine Rechenstrategie aus und wendet sie

gewinnbringend an?

88 ‘ @ Rechnenlernen im Zahlenraum 20+



Materialien zum Rechnenlernen lassen sich beschreiben als Materialien,
die zur Veranschaulichung von mathematischen Situationen eingesetzt werden,
an denen mathematische Handlungen nachvollzogen werden und
die als Hilfsmittel zum Rechnen eingesetzt werden (nach SCHERER, MOSER OPITZ 2010, 75,
in KOVAC 2016, 20).

Hierzu zahlen Materialien
in gegenstandlicher Form (z. B. Wendeplattchen, Zehnersystemsatz),
Bilder (z. B. Punktebilder, Wurfelbilder) und
Symbole (z. B. Zahlenkartchen), die fUr einen mathematischen Sachverhalt stehen.

Materialien kdnnen eingeteilt werden in unstrukturierte und strukturierte Materialien (vgl. SCHIP-
PER et al. 2015, 41ff,, in HASEMANN & GASTEIGER 2020, 125). Unstrukturierte Materialien besit-
zen keine und strukturierte Materialien eine vorgegebene, feste Struktur.

Des Weiteren gibt es Materialien, die sich eher zur Veranschaulichung des Kardinalzahlaspekts
eignen und solche die eher den Ordinalzahlaspekt betonen.

Aufgabe der Arbeitsmittel ist es, zur Entwicklung von Zahlvorstellungen sowie von mathemati-
schen Handlungen beizutragen. Durch den Umgang mit ihnen sollen Schilerinnen und Schaler
angeregt werden, mathematische Muster oder Beziehungen zu erkennen (vgl. HASEMANN & GAS-
TEIGER 2020, 125).

,Die Intelligenz ist ein System von Operationen; die ganze Mathematik ist ein System von Opera-
tionen. Die Operation ist nichts anderes als ein Handeln; es ist ein wirkliches Handeln, das sich
innerlich vollzieht (...). [Das Kind] muss gehandelt, experimentiert haben, aber nicht nur mit Zeich-
nungen, sondern mit wirklichem Material, mit korperlichen Gegenstanden. Dann verinnerlichen
sich diese Handlungen.” (PIAGET 1958, 367, zitiert nach HASEMANN & GASTEIGER 2020, 124)

Nach PIAGET (1958) ist ,Denken ein verinnerlichtes Handeln". Somit bildet das Handeln mit kon-
kretem Material im Mathematikunterricht die Grundlage und Voraussetzung fur innere Vorstel-
lungshandlungen, folglich fur die Entwicklung des logischen Denkens (vgl. HASEMANN & GAS-
TEIGER 2020, 124).

Konkrete Arbeitsmaterialien und der richtige Umgang damit sind deshalb essenziell fur das Ler-
nen und Erkennen mathematischer Strukturen. MOSER OPITZ (2008) belegt in einer Studie zum
Forderschwerpunkt Lernen einen Zusammenhang zwischen den mathematischen Fahigkeiten der
Schulerinnen und Schuler und der Qualitat der im Unterricht eingesetzten Arbeitsmaterialien. Es
kann angenommen werden, dass diese Ergebnisse auf Schilerinnen und Schiler mit dem Forder-
schwerpunkt geistige Entwicklung Ubertragen werden kdnnen (vgl. RATZ & MOSER OPITZ 2016,
405).
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Mathematische Materialien konnen eingesetzt werden
in Lehrerdemonstrationen zu mathematischen Handlungen, damit Schiulerinnen und Schuler
diese leichter nachvollziehen konnen,
,indem die Schulerinnen und Schuler sie in problemorientierten Aufgabenstellungen zum
aktiv-entdeckendem Lernen nutzen,
zum sinnvollen Uben.

Ein wichtiges Ziel beim Einsatz von Rechenmaterialien ist es, dass sich die Kinder und Jugendli-
chen auch zunehmend wieder vom Rechnen mit Material l6sen und innere Reprasentationen nut-
zen (vgl. Abstraktionsstufen nach WARTHA und SCHULZ). Allerdings ist zu berucksichtigen, dass
gerade diese Abstraktionsleistung fur Schulerinnen und Schiuler mit dem Forderbedarf geistige
Entwicklung eine grofse Herausforderung darstellt.

.Im Zentrum der Uberlegungen steht also die Frage, welches konkrete Material ge-
eignet erscheint, das mathematische Denken der Kinder anzuregen, zu stiitzen und
zu fordern.” (HASEMANN & GASTEIGER 2020, 124)

Es ist notwendig, eine ubersichtliche, aber auf die jeweilige Schulerschaft und den jeweiligen
Lerngegenstand abgestimmte Auswahl an Materialien zu treffen. Im Idealfall verwendet das Kol-
legium einer Schule eine einheitliche Auswahl an Materialien.

Die Eignung eines Materials hangt ab
von dessen Beschaffenheit,
von der Art und Weise des Einsatzes und des Umgangs damit sowie
dem Kontext, in dem es verwendet wird (vgl. HASEMANN & GASTEIGER 2020, 125).

Bei der Auswahl des Materials gilt es zu beachten, dass mittels der Materialien verschiedene Ein-
sichten gewonnen werden konnen, aber dies ,nicht von selbst geschieht, sondern bei jedem Kind
Ergebnis eigener gedanklicher Anstrengungen ist” (HASEMANN & GASTEIGER 2020, 125) und so-
mit auch zu anderen als den von den Lehrkraften intendierten Einsichten fuhren kann (vgl. HASE-
MANN & GASTEIGER 2020, 125).So konnen die zur Veranschaulichung einer Aufgabe eingesetzten
Spielzeugautos mit hohem Aufforderungscharakter die Schulerinnen und Schiler moglicherweise
eher zum Spielen als zum Losen einer mathematischen Aufgabe anregen.

Es sind Materialien zu bevorzugen, die ,den zentralen mathematischen Aspekt abbilden und fo-

kussieren® (zitiert nach SCHMASSMANN & MOSER OPITZ, 2008, in RATZ & MOSER OPITZ 2016,
405).
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Bildet das Material eine Funfer- bzw. eine Zehner-Struktur ab, um ein Verstandnis fur das
Dezimalsystem zu fordern?

Ermoglicht das Material durch seine Strukturierung, Mengen quasi-simultan zu erfassen, um
Zahlenrdume und Mengen mit einem schnellen Blick zu strukturieren?

Fordert das Material die Ablosung vom zahlenden Rechnen, um tragfahige mathematische
Grundvorstellungen aufbauen zu konnen?

Lassen sich durch das Material Rechenstrategien nachvollziehen, entdecken und anwenden?
Ermdglicht das Material unterschiedliche individuelle Rechenwege, um zu einem Ergebnis
zu kommen?

Lasst sich das Material in verschiedenen mathematischen Situationen einsetzen?

Ist das Material auch in grofieren Zahlenraumen einsetzbar, sodass Schulerinnen und Schi-
ler mathematische Einsichten von einem Zahlenraum auf einen anderen Ubertragen konnen
(vgl. SCHIPPER 1996, 39, in KOVAC 2016, 20, HASEMANN & GASTEIGER 2020, 125)?

Lassen sich die Materialien auch fur Schulerinnen und Schiler mit motorischen bzw. visuel-
len Einschrankungen gut greifen?

Lassen sich die Materialien auf dem Schulertisch verwenden, ohne dass diese zu viel Platz
bendtigen oder vom Tisch rollen?

Sind die Materialien so leicht und gut verstaubar, dass die Schilerinnen und Schiler sie im
Schulranzen regelmafig zwischen der Schule und dem Wohnort transportieren konnen?
Sind die Materialien fur Kinder und Jugendliche altersangemessen?

Sind die Anschaffungskosten fur das Material vertretbar? Konnen verlorengegangene Ein-
zelteile einfach ersetzt werden?

Es ist sinnvoll, den Schdlerinnen und Schilern das Material auf einer einfarbigen
Teppichfliese anzubieten. Teppichfliesen, die im Fachhandel als Teppichmuster ver-
wendet wurden, konnen z.T. kostenlos in Geschaften erfragt werden.

1.Sie bietet folgende Vorteile:
Der Fokus wird verstarkt auf das Material gerichtet und der Handlungsbereich be-
grenzt.
Das Material rollt nicht weg.
Die Schulerinnen und Schuler kdnnen das Material besser greifen.

Rechnenlernen im Zahlenraum 20+ @ ‘ 91



2. AuRerdem ist es empfehlenswert, stets einen Satz Zahlenkarten fir den entsprechenden
Zahlenraum zur Hand zu haben. Vor der Anschaffung oder eigenen Gestaltung von Zah-
lenkartchen ist es sinnvoll, sich Gedanken Uber deren Farbcodierung fur die verschiede-
nen Stellenwerte (z. B. nach MONTESSORI: E = grin, Z = blau, H = rot, T = grun etc.) zu
machen:

Wichtig: Eine Farbcodierung sollte stets fur E und T die gleiche sein, sowie fur Zund ZT
bzw.H und HT, um die sich wiederholende Struktur der Zahlenraume abzubilden. Farb-
codierungen, die fur die T-Stelle eine vierte Farbe verwenden, sind mathematisch nicht
sinnvoll.

Gibt es an der Einsatzschule bereits eine festgelegte Farbgebung fur die verschiede-
nen Stellenwerte?

Ist die Farbgebung der Kartchen mit der des verwendeten Arbeitsheftes identisch?

Ist es moglich, mehrere Zahlenkarten-Satze zur Verfigung zu haben, damit auch die
Schualerinnen und Schuler diese selbst nutzen konnen?

)
MATERIAL EINSETZEMN E " E
i

| [m] £

Die folgende Ubersicht stellt eine beispielhafte Sammlung an geeigneten mathematischen
Materialien dar, aus der eine sinnvolle Auswahl getroffen werden muss.

Gegenstande, die aus der Lebensumwelt der Schulerinnen und Schuler
stammen (Perlen, Stifte, Kastanien, Muggelsteine etc.)

Als Gemeinsamkeit kann eine ,Merkmalsarmut® benannt werden, die
den Vorteil hat, dass sie als Reprasentanten fur viele Problemstellungen
verwendet werden konnen (vgl. HASEMANN & GASTEIGER 2020, 126).

Einsatzbereich:
Bestimmen der Anzahl
Festigen der Zahlwortreihe/Zahlfahigkeiten
Anbahnen eines Verstandnisses fur Machtigkeit von Mengen (Kar-
Abbildung 104: Unstrukturierte dinalzahlaspekt, Vorstellung von Mengen, Mengenvergleiche)
Alltagsmaterialien; ISB .
Erfassen simultaner Mengen

Bundeln von Mengen
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Vorteile:
sind i.d.R.verfugbar und mussen nicht kostenpflichtig angeschafft
werden
sind in vielfaltigen Unterrichtssituationen einsetzbar (auch in an-
deren Fachern und Kontexten)
kdnnen emotional ansprechend sein und fur die Schulerinnen und
Schuler einen hohen Aufforderungscharakter besitzen (z. B. Spiel-
zeugautos, Tierfiguren, Gummibarchen)

Nachteile:
keine vorgegebene Strukturierung des Zahlenraums (Struktur
muss selbst hergestellt werden)
begunstigt zahlendes Rechnen

Didaktisches Material (z. B. Wendeplattchen oder Steckwurfel ohne Re-
. chenschiffchen)

. . Einsatzbereich:

Bestimmen der Anzahl
Festigen der Zahlwortreihe
. Anbahnen eines Verstandnisses fur Machtigkeit von Mengen (Kardi-
. ‘ nalzahlaspekt, Vorstellung von Mengen, Mengenvergleiche)

. . ; Erfassen simultaner Mengen

Bundeln von Mengen
Abbildung 105: Wendepldttchen;
ISB Vorteile:
Heranfuhren an mathematisches Material
gute Darstellungsweise bei Additionen und Zerlegungen durch
Verwenden von zwei Farben (z. B. rote und blaue Wendeplattchen)

Nachteile:

Py [E] keine vorgegebene Struktur des Zahlenraums (Struktur muss
selbsthergestellt werden)

begunstigt zahlendes Rechnen

@ Uniibersichtlichkeit
Og

Abbildung 106: Steckwtirfel; ISB
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Einsatzbereich:
Anzahlbestimmung
simultane und quasi-simultane Anzahlerfassung
Zahlzerlegung

Vorteile:
aus Alltagswirklichkeit bekannt
fordert Lebenspraxis und Spielkompetenz

Nachteile:

Abbildung 107 Wiirfelbilder: (S8 nicht auf grofe Zahlenraume erweiterbar
Fingerbilder werden zur Anzahlbestimmung sowie zur Zahlzerlegung
eingesetzt. Um Zahlen darzustellen, werden Finger als ,Handpakete”
dargestellt und als Ganzes gezeigt.

Achtung: Finger mussen auf einen Sitz, als Ganzes gezeigt werden (vgl.
GAIDOSCHIK 2019, 48)! Unseren Fingern verdanken wir unser Dezi-
malsystem.

Vorteile:
immer verflgbar

Nachteile:

Abbildung 108: Fingerbilder; 156 wenn nicht mit statischen Fingerbildern gearbeitet wird, erfolgt
zahlendes Rechnen.

nicht auf grofere Zahlenraume erweiterbar

Mengen-Zahlen-Bausteine, auf die auf einer Seite Mengendarstellun-
gen in strukturierter Form aufgedruckt sind und auf einer anderen die
entsprechenden Zahlen, eignen sich dafur, das Teil-Ganzes-Verstandnis

i

:‘ aufzubauen oder Rechengesetze (siehe Kapitel Rechenstrategien) zu
o M veranschaulichen.

vl

L Vorteile:

|l anregendes Material

: intuitiver Erkenntnisgewinn durch Grofienrelationen und Ge-
—— wicht der Einzelteile

Abbildung 109 Mengen-Zahlen- auch far Schalerinnen und Schuler mit motorischen Einschrdn-
Bausteine; ISB kungen gut handhabbar
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Nachteil:
nicht auf grofere Zahlenraume erweiterbar
nicht flexibel einsetzbar

Abbildung 110: Mengen-Zahlen-
Bausteine; ISB

Das Zehnerfeld wie auch das Zwanzigerfeld unterstitzen den Aufbau
des Dezimalsystems.

Das Zehnerfeld ist in einer Reihe zu zehn, das Zwanzigerfeld ist in zwei
Reihen zu je zehn angeordnet. Zu bevorzugen sind Ausfuhrungen, die
nach dem funften Punkt eine optische Trennung aufweisen, um die
,Kraft der 5“zu nutzen. Durch Plattchen bzw. Steine in zwei Farben kon-
nen Rechenoperationen gut dargestellt werden.

Es gibt verschiedene Ausfihrungen, die sich auch bei motorischen oder
visuellen Einschrankungen eignen (z. B. Stopselfeld mit deutlich erha-
benen zylinderformigen Steckern aus Moosgummi).

Abbildung 111: Rechenschiffchen
aus Holz; ISB

Einsatzbereich:
Verdeutlichen des kardinalen Zahlaspekts

strukturiertes Darstellen von Anzahlen nach der Kraft der 5 und

Abbildung 112: Rechenschiffchen Kraft der 10“
aus Moosgummi; ISB

Darstellen von Zahlbeziehungen

Verdoppeln und Halbieren

quasi-simultanes Erfassen von Anzahlen

Erganzen zur zehn

Veranschaulichen der Rechenoperationen Addition und Subtrak-
tion auch mit Zehneruberschreitung und -unterschreitung
Erarbeiten von Rechenstrategien

Abbildung 113: Zehnerfeld aus
Pappe; 158 Vorteile:
sehr flexibel einsetzbar (auch fur den hauslichen Gebrauch der
o DR Schiilerinnen und Schiiler)

20600 | : : : : - .
gy JdEERNE eine Erweiterung des Zahlenraumes bis 100 ist moglich, sowie

S

ttchen eine fortgesetzte Verwendung des Materials

bei richtiger Verwendung kein Begunstigen von zahlendem Rechnen

Abbildung 114: Magnetische Nachteil:

Wendepldattchen in Aluchachtel; . . .
ISB Material kann bei fehlerhafter Anwendung zahlendes Rechnen

unterstutzen. Beim Abaco sind in einem festen Kunststoffgehause
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Abaco

Abbildung 115: Abaco; ISB

Rechenrahmen

Abbildung 116: Rechenrahmen;

ISB

Beim Abaco sind in einem festen Kunststoffgehduse zwanzig Kugeln
integriert. Die Anordnung der Kugeln erfolgt in zwei Zehnerreihen. Die
Kugeln lassen sich auf drei Seiten (rot, blau, neutral) drehen, um Auf-
gaben zu l6sen. Zu bevorzugen sind Ausfuhrungen, die nach der finften
Kugel eine optische Trennung zeigen (Kraft der 5) und keine Zahlen auf-
gedruckt haben.Rechenprozesse werden durch unterschiedliche Farben
visualisiert.

Einsatzbereich:
siehe Zwanzigerfeld

Vorteile:
Das Material ist immer vollstandig.

Nachteile:
Die Handhabung ist fir manche Schiler mit feinmotorischen
Problemen schwierig, da sie fur die Rechnungen erst die entspre-
chende Drehrichtung der Kugeln finden mussen.
Bei fehlerhafter Verwendung wird zahlendes Rechnen begunstigt.

Ein Rechenrahmen ist ein meist aus Holz gefertigter Rahmen, in dem
auf zwei bzw. zehn untereinander angeordneten Metallstangen jeweils
zehn Kugeln befestigt sind. Zu bevorzugen sind Rechenrahmen, bei de-
nen jeweils finf Kugeln in einer Farbe (,Kraft der 5% sowie die weite-
ren funf Kugeln in einer anderen Farbe dargestellt werden und ab der
Menge 50 ein Farbwechsel erfolgt (siehe Abbildung).

Beim Rechenrahmen sollen Mengen hergestellt werden, indem die Ku-
geln als Zahlenpackchen (unter Nutzung der Funfer- bzw. Zehnerstruk-
tur) auf einmal verschoben werden. Dabei wird die erste Zahl einer Re-
chenaufgabe nach links geschoben.

Es wichtig, eine gezielte und zugige Handhabung des Rechenrahmens
mit den Schulerinnen und Schulern zu tben (z. B. Kippen des Rechen-
rahmens nach rechts um alle Kugeln schnell auf die rechte Seite zu-
ruckzufihren und eine neue Rechnung beginnen zu konnen).

Einsatzbereich:
Verdeutlichen des kardinalen Zahlaspekts
strukturiertes Darstellen von Anzahlen im Zahlenraum 20 und 100
unter Beriicksichtigung der ,Kraft der 5“ und der ,Kraft der 10"
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Darstellen von Zahlbeziehungen

quasi-simultanes Erfassen von Anzahlen

Erganzen zum nachstgrofieren Zehner

Veranschaulichen der Rechenoperationen Addition und Subtrak-
tion auch mit Zehneruberschreitung und -unterschreitung

Vorteil:
Das Material ist immer vollstandig.

Nachteile:
Additions- und Subtraktionsaufgaben mit ZE +/- Z sowie ZE +/- ZE
mit Uberschreitung lassen sich nicht sinnvoll abbilden.
Wenn Kugeln einzeln verschoben werden, wird zdahlendes Rech-
nen begunstigt.
Der Rechenrahmen besitzt ein relativ hohes Gewicht,
was vor allem beim Transport im Schulranzen nachteilig ist.
Flexible Rechenstrategien sind kaum maoglich.
Die Kugeln sind immer sichtbar, auch wenn sie fur eine Rech-
nung nicht ,gebraucht werden®, dies kann zu Irritationen fihren.

Hunderterfeld Das Hunderterfeld ist eine Fortflihrung des Zwanzigerfeldes. Es ist in
Hunderterrahmen zehn Reihen zu je zehn Punkten angeordnet. Augenfallig ist eine opti-
sche Trennlinie nach dem flunften Punkt und nach der funften Reihe, es
werden die ,Kraft der 5“ und die ,Kraft der 10“ genutzt. Zum Rechnen
ist es wichtig, ein Hunderterfeld zu nutzen, in das keine Zahlen in die
Punktefelder eingetragen sind.

Ein Hunderterfeld mit eingetragenen Zahlen eignet sich zum Entde-
cken von Strukturen und Zahlbeziehungen im Zahlenraum bis 100.

) |OO000 OOO0O
| OO000 OOOOO
)y | OOO00 OOOOO

00000 OOOOO |
00000 OOOOO
00000 OOOOO
00000 OOOOO
00000 00000

Abbildung 117: Hunderterfeld aus | Einsatzbereich:
Pappe; ISB . . . .
e siehe Zwanzigerfeld; allerdings fur den ZR 100

Vorteile:
Analogien innerhalb einzelner Zehner konnen erkannt werden

Nachteile:
Material kann bei fehlerhafter Anwendung zahlendes Rechnen
unterstitzen
Flexible Rechenstrategien sind kaum maoglich.
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Goldenes Perlenmate-
rial nach MONTESSORI
Dienes-Material
Zehnersystemsatz

Abbildung 118: Goldenes Perlen-

material nach MONTESSORI, ISB

Abbildung 119: Multibase Arith-
metic Blocks nach DIENES; ISB

Das ursprunglich von Maria Montessori (1870 - 1952) entwickelte gol-
dene Perlenmaterial besteht aus goldenen Perlen, die zehnerweise auf
Stangen aufgezogen und zu Hunderterplatten bzw. Tausenderwdurfeln
verbunden werden.

Das auf Zoltan Dienes (1916 - 2014) zuruckgehende Material ,Multi-
base Arithmetic Blocks® nutzt den Wurfel als Grundform, welcher eben-
falls zu Zehnerstangen, Hunderterplatten oder Tausenderblocken zu-
sammengefugt wird.

Beide Materialien wurden zum gleichen Zweck entwickelt, Kindern und
Jugendlichen eine anschauliche Vorstellung von erweiterten Zahlen-
raumen durch das Handeln mit diesem Material zu ermaoglichen.
Heutzutage werden solche Materialien allgemein als Zehnersystemsat-
ze bezeichnet. Neuere Ausfuhrungen betonen durch eine Markierung
nach dem fiinften Wirfel die ,Kraft der 5°

1. Im Gegensatz zu den Einerperlen oder Zehnerstangen rollt
das Material mit dem Waurfel als Grundform nicht weg und
ist leichter zu greifen.

2. Es ist wichtig, darauf zu achten, dass der Tausenderblock
vom Gewicht tausend Einerwurfeln oder -perlen entspricht,
damit die Schulerinnen und Schuler die Beziehung zwi-
schen Einern, Zehnern, Hundertern und Tausendern auch
uber den Gewichtssinn wahrnehmen konnen. Gerade Tau-
senderblocke aus Kunststoff sind innen hingegen oft hohl
und daher nicht geeignet.

Bei Aufgaben mit Zehneruberschreitung muassen beim handelnden
Rechnen z. B. Einerwurfel in Zehnerstangen getauscht werden bzw. bei
einer Zehnerunterschreitung z. B. eine Hunderterplatte in zehn Zehner-
stangen und eine Zehnerstange moglicherweise noch in zehn Einerwdur-
fel getauscht werden.

Das Material sollte stellenwertgerecht gelegt werden, das heif3t die Ei-
ner liegen ganz rechts, die Zehner und weitere Stellen folgen links da-
von.
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Einsatzbereich:
Veranschaulichen von erweiterten Zahlenraumen (Auch die Men-
ge 1 000 000 kann durch das Anzeichnen eines Kubus” in der Gro-
3e von tausend Tausenderwdurfel greifbar werden.)
Aufbauen des Dezimalsystems
Rechenoperationen mit Zehneruberschreitung und -unterschrei-
tung in erweiterten Zahlenraumen
EinfUhren der schriftlichen Addition und Subtraktion

Vorteile:
erweiterbar auf hohere Zahlenraume

Nachteile:
keine Funferstruktur (aufder neue Varianten)
Mussen Zahlen z. B. bei einer Rechnung mit Zehnerunterschrei-
tung zerlegt werden, ist immer ein EntblUndeln durch Tauschen
notwendig.

Stellenwerttabelle und Bei der Stellenwerttabelle sind von links nach rechts, entsprechend
Stellenwertkarten unserer Zahlenschreibweise Spalten fir Tausender (T), Hunderter (H),
Zehner (Z) und Einer (E) angeordnet. Mittels zugehoriger Stellenwert-
karten auf denen Einer- Zehner- Hunderter- sowie Tausenderzahlen
aufgedruckt sind - dabei hat jede Stellenwerkategorie eine eigene Far-
be - ordnen die Schulerinnen und Schuler die Karten auf der Tabelle
richtig ein.

Vorteile:
verdeutlichen Stellenwerte und Stellenschreibweise

Abbildung 120: Stellenwerttabel-
le und Stellenwertkarten; ISB

Nachteile:
erfolgt der Einsatz von Stellenwerten ohne veranschaulichendes
Material, fehlt Schilern Bezug zur Mengen- und Grofienrelation
Perlen- bzw. Kugelketten Kugelketten eignen sich besonders fur den Anfangsunterricht. Es gibt
sie in verschiedenen Langen. Meist sind sie zweifarbig, das heifst nach
funf gleichfarbigen Kugeln erfolgt ein Wechsel zu funf Kugeln einer an-
\w/\i deren Farbe. Die ,Kraft der 5“ und die ,Kraft der 10“ werden durch die-
se optische Differenzierung genutzt. Kugelketten verdeutlichen einen
linearen Zahlaspekt.
Abbildung 121: Kugelkette: 1s8 | 1€ konnen als Vorldufer fir die Arbeit mit dem Zahlenstrahl dienen,um

lineare Zahlvorstellungen anzubahnen (vgl. HASEMANN & GASTEIGER
2020,131).
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Zahlenstrahl

i
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Abbildung 122: Zahlenstrahl; ISB

Einsatz:
Darstellen von Zahlbeziehungen
Verdeutlichen des ordinalen Zahlaspekts
Vorbereitung auf die Arbeit mit dem Zahlenstrahl

Nachteile:
begunstigt zahlendes Rechnen, da bei Rechenoperationen die
zweite Zahl immer zahlend hinzugefugt bzw. weggeschoben wer-
den muss

Arbeitsmittel mit linearer Anordnung der Zahlen von links nach rechts.
Eine Struktur innerhalb der Zahlenreihe lasst sich durch Hervorhebun-
gen z.B. der Zehnerzahlen erkennen. Ein ordinaler Zahlaspekt wird ver-
deutlicht.

Es empfiehlt sich, mit Vorlauferformen des Zahlenstrahls zu arbeiten
(z. B. Kugelketten, Zahlenband bis 20).

Einsatzbereich:
Thematisieren von Beziehungen zwischen einzelnen Zahlen
Entdecken von Vorgangern und Nachfolgern
Beschreiben von Kleiner-/Grofier-Relationen
Darstellen von Addition und Subtraktion mit Pfeilen

Vorteile:
klar ersichtliche Position der Zahlen in der Reihe
verbindet in ,idealer Weise die Aspekte Zahlzahl, Ordnungszahl,
Mafzahl, Kardinalzahl sowie den Operatoraspekt® (vgl. HASE-
MANN & GASTEIGER 2020, 131)
Zahlenstrahl kann erweitert werden bis zum Zahlenraum eine Mil-
lion
entfaltet Potenzial in hoheren Zahlenraumen

Nachteile:
Menge als Reprasentant fur Kardinalzahl nicht bzw. nur bedingt
ersichtlich
Gefahr des zahlenden Rechnens
Schwierigkeiten beim Lesen des Zahlenstrahls, wenn Schulerin-
nen und Schiler nicht verstehen, weshalb die Null anstatt der
Eins die erste Zahl auf dem Zahlenstrahl ist
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Mathematik am Schulanfang

Kurzaktivitaten und Spiele
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