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Vorwort

Liebe Kolleginnen, liebe Kollegen,

seit dem Schuljahr 2012/13 wird im Rahmen eines Schulversuchs zum Einsatz von Computeralgebrasystemen (CAS) im
Mathematikunterricht an Fachoberschulen (Ausbildungsrichtung Technik) in Bayern untersucht, wie derartige Systeme ge-
winnbringend im Unterricht und in Prifungen verwendet werden kénnen. Das aus den bisher gewonnenen Erfahrungen
zu ziehende Fazit besagt klar, dass die Integration von CAS als Hilfsmittel im Mathematikunterricht positiv zu bewerten ist.
So ist es folgerichtig, dass der Schulversuch fortgefihrt und ausgeweitet wird.

Die vorliegende Handreichung mochte Lehrkraften eine Unterstiitzung bieten, bei denen Computeralgebrasysteme (CAS)
im Rahmen des Schulversuchs fester Bestandteil des taglichen Unterrichts sind und die Schulerinnen und Schiler damit bis
hin zur Abschlussprufung fuhren. Gleichwohl richtet sie sich ausdriicklich an all jene Kolleginnen und Kollegen, welche CAS
grundsatzlich als bereicherndes und didaktisch-unterstlitzendes Element in ihren Unterricht integrieren mochten bzw. dies
bereits getan haben. Der Einsatz von CAS ist demnach nicht ausschlieBlich an der Fachoberschule in der Ausbildungsrich-
tung Technik sinnvoll, sondern bietet sich grundsatzlich im Mathematikunterricht an den Fach- und Berufsoberschulen in
allen Jahrgangsstufen an.

Dieses Handbuch beschreibt zunachst einleitend die Situation an den Fachoberschulen in Bayern und die Bedeutung von
CAS fur das Lernen und Lehren. Eine Liste von Grundfertigkeiten, die im Umgang mit CAS von den Schulerinnen und
Schilern erworben werden sollten, hilft Innen dabei, wahrend der Férderung dieser Fertigkeiten den Uberblick zu bewah-
ren. Im Anschluss daran finden Sie gegliedert nach den Themengebieten Analysis, Analytische Geometrie und Stochastik
viele Vorschldge zur Unterrichtsgestaltung, wie CAS innerhalb dieser Themengebiete effektiv eingesetzt werden kénnen.
Dabei sollen und kénnen diese Vorschlage nicht den gesamten Lehrplan fur das Fach Mathematik abdecken. Vielmehr sind
sie als exemplarische Auswahl zu sehen, die zeigt, wo sich das Arbeiten mit einem CAS als lohnend erweisen kann.

Es sind bereits zwei Handreichungen zum Thema Computeralgebrasysteme (CAS) im Mathematikunterricht des Gymnasi-
ums (Jahrgangsstufe 10 und Jahrgangsstufen 11, 12) erschienen. Die vorliegende Handreichung versteht sich als Erganzung
zu diesen bereits erschienenen gymnasialen Handreichungen. Alle drei Werke stehen unter www.isb.bayern.de zum Down-
load bereit.

Im Rahmen dieser Handreichung wird die Software Geogebra verwendet. Sie steht als Open-Source-Software auf der In-
ternetseite http://www.geogebra.org zur Verfligung. Sie kann auf zahlreichen gangigen Endgeraten wie Smartphones oder
Tablets ohne Anschaffungskosten und groBen Installationsaufwand genutzt werden. Diese , Sofortverfligbarkeit” gab un-
ter anderem den Ausschlag, Geogebra als Grundlage fur diese Handreichung zu wahlen. In jedem Kapitel werden die
wichtigsten Befehle mit ihrer Syntax vorgestellt. Da sich alle Computeralgebrasysteme in ihrer Syntax dhneln, kénnen samt-
liche in diesem Werk dargestellten Beispiele und Aufgaben vollstdndig auf andere CAS Ubertragen werden. Schnelleinstiege
z. B. fur die sog. Handhelds TI-Nspire CX CAS (Texas Instruments) bzw. ClassPad Il FXCP400 (Casio) mit den wichtigsten
Befehlsstrukturen finden Sie im Anhang der gymnasialen Handreichung fur die Jahrgangsstufen 11 und 12.

Mein besonderer Dank gilt allen Lehrkraften des Arbeitskreises, insbesondere Herrn Andreas Schober fir seine tatkraftige
UnterstUtzung als Co-Leiter des Arbeitskreises.

Ebenso bedanke ich mich bei Herrn Achim Brunnermeier von der Abteilung Gymnasium am ISB fur die Bereitstellung der
Vorlage der gymnasialen Handreichungen zum Thema CAS und fur die kollegiale Beratung des Arbeitskreises.

Mtinchen, im Oktober 2019

Dr. Karin E. Oechslein

Direktorin des ISB



1 Einfiihrende Hinweise

Die technische Entwicklung informationsverarbeitender Systeme ermdglicht es zunehmend, Computeralgebrasysteme
(CAS) in den Schulunterricht einzubetten. Dadurch wird insbesondere der Mathematikunterricht um neue methodisch-
didaktische Gesichtspunkte erweitert. CAS kdnnen insbesondere zur Schileraktivierung beitragen, indem sie entdeckendes
Lernen fordern.

CAS unterstitzen die Schilerinnen und Schuler im eigenstandigen und kreativen Arbeiten: weg vom Ausfiihren und von
der Abarbeitung von Rechenrezepten hin zum Erkennen von Problemen, zur Formulierung von Fragen, zum Interpretieren
von Loésungen, Erkennen der Richtigkeit oder Brauchbarkeit von Ergebnissen. Die Forderung von Fahigkeiten wie Denken
in Zusammenhangen, Problemldsevermégen, Teamfahigkeit, Kommunikationsbereitschaft und Argumentationsfahigkeit
kann durch den Einsatz eines CAS effektiv unterstitzt werden.

1.1 Situation an Fachoberschulen in Bayern

Im Schuljahr 2012/2013 startete im Auftrag des Bayerischen Staatsministeriums fur Unterricht und Kultus an ausgewahlten
Fachoberschulen ein Schulversuch mit dem Ziel, neue Medien im Mathematikunterricht, insbesondere die sich mit dem
Einsatz von CAS ergebenden methodisch-didaktischen Moglichkeiten, zu erproben. Es wurde u. a. untersucht, ob mit der
Verwendung von CAS im Unterricht das Verstandnis mathematischer Zusammenhange und die Problemlosefdhigkeit ge-
starkt werden kann bzw. ob sich der Einsatz negativ auf die manuelle Rechenfertigkeit der Schilerinnen und Schuler aus-
wirkt.

Schilerinnen und Schuler der Jahrgangsstufen 11, 12 und 13 kénnen den Schulversuch freiwillig durchlaufen. Neun Fach-
oberschulen sind mit Klassen in der Ausbildungsrichtung Technik in den Schulversuch gestartet. Ein Arbeitskreis, welcher
vom ISB betreut wurde, begleitete den Schulversuch in den ersten Jahren nach seinem Start. Der Arbeitskreis bestand aus
Vertretern der teilnehmenden Schulen, Vertretern der Schulaufsicht und aus Beratern fir die einzelnen Systeme. Nach vier
Jahren wurde der Schulversuch evaluiert. Die Ergebnisse der Evaluation sind insgesamt in Hinblick auf Medienkompetenz,
auf Anregung von selbstinitiiertem Lernen und Experimentierfreudigkeit, auf Verbesserung von Sozialkompetenzen und
auf Steigerung des Interesses, der Neugierde und der Freude an der Mathematik positiv zu bewerten. Einzelheiten der
Evaluation kénnen dem Abschlussbericht — erhaltlich auf den Internetseiten des Staatsinstituts fur Schulqualitat und Bil-
dungsforschung unter www.isb.bayern.de — entnommen werden. Der Schulversuch wird derzeit an zwélf Schulen fortge-
fahrt bzw. neu eingerichtet.

Der Schulversuch wird sowohl mit Taschencomputern (Handhelds) als auch mit spezieller Rechensoftware fir herkdmmliche
Computer durchgefihrt. Dabei wurden die Systeme in Unterrichts- und Prifungssituationen erprobt. Seit dem Schuljahr
2014/2015 wird den Schiilerinnen und Schilern die Méglichkeit angeboten, ihre Fachabiturpriifung im Fach Mathematik
mit einem CAS als Hilfsmittel abzulegen. Seit 2016 ist dies auch fur die Priifung zum Erwerb der fachgebundenen Hoch-
schulreife der Fall. Die konkreten Bestimmungen zur Organisation des Schulversuchs an den teilnehmenden Schulen sind
im betreffenden KMBek aufgefihrt.



1.2 Bedeutung fiir das Lehren und Lernen

Die Verwendung von CAS unterstitzt insbesondere im Zusammenhang mit der Bearbeitung von Aufgaben in vielfaltiger
Hinsicht eine Verschiebung der Schwerpunkte mathematischen Arbeitens im Unterricht. Mithilfe eines CAS lassen sich
mathematische Inhalte auf unterschiedliche Weise veranschaulichen und Zusammenhéange zwischen verschiedenen Dar-
stellungsformen verdeutlichen. Elementare algebraische und geometrische Arbeitsschritte kénnen mit verhaltnismaBig ge-
ringem Zeitaufwand ausgefuhrt werden. So unterstiitzt der Einsatz von CAS beispielsweise die Bearbeitung realitatsnaher
Anwendungsaufgaben, die haufig mit einem hohen rechnerischen Aufwand verbunden sind; eine Beschrankung auf ein-
fache, haufig unrealistische Daten ist unnétig. Ist die Aufmerksamkeit der Schilerinnen und Schiler im Rahmen der Be-
schaftigung mit einer Aufgabe weniger durch Rechenarbeiten gebunden, kénnen sie sich starker auf mathematische Inhalte
und Zusammenhange, die bewusste Auswahl mathematischer Verfahren, die Modellierung von Sachsituationen sowie die
Interpretation von Ergebnissen konzentrieren — das Verstandnis wird gefordert. Auch offene Aufgabenstellungen lassen
sich mithilfe eines CAS effektiv bearbeiten. Dessen Einsatz tragt zur Entwicklung unterschiedlicher Loésungswege bei, deren
Vergleich Schulerinnen und Schulern Anlass fir Kommunikation Gber mathematische Inhalte und Verfahren geben kann.
Der Einsatz von CAS untersttzt damit experimentelles und forschendes Arbeiten. Die Erleichterung der Darstellung, Struk-
turierung und Analyse komplexer mathematischer Objekte (z. B. Funktionenscharen) erweitert die Méglichkeiten zur Bear-
beitung von Problemstellungen. Insbesondere im Rahmen schilerzentrierter Unterrichtsformen oder von Hausaufgaben
kénnen die Schiilerinnen und Schiler mithilfe eines CAS Ergebnisse individuell kontrollieren und ihr Vorgehen sowie mog-
liche Fehlerquellen analysieren — selbstandiges und eigenverantwortliches Lernen wird geférdert.

Die Bildungsstandards im Fach Mathematik fir die Allgemeine Hochschulreife fassen dies treffend zusammen: ,Die Ent-
wicklung mathematischer Kompetenzen wird durch den sinnvollen Einsatz digitaler Mathematikwerkzeuge unterstitzt. Das
Potenzial dieser Werkzeuge entfaltet sich im Mathematikunterricht

¢ beim Entdecken mathematischer Zusammenhéange, insbesondere durch interaktive Erkundungen beim Modellieren
und Problemlésen,

¢ durch Verstandnisforderung fir mathematische Zusammenhange, nicht zuletzt mittels vielfaltiger Darstellungsmog-
lichkeiten,

¢ mit der Reduktion schematischer Abldufe und der Verarbeitung gréBerer Datenmengen,

¢ durch die Unterstitzung individueller Praferenzen und Zugénge beim Bearbeiten von Aufgaben einschlieBlich der re-
flektierten Nutzung von Kontrollméglichkeiten.” (BS M Allg. HSR, S. 13)

Trotz Verfugbarkeit eines CAS sind manuelle Grundfertigkeiten sowie Kopfrechnen unverzichtbar. Deshalb muss darauf
geachtet werden, dass Schilerinnen und Schiler nachhaltig Sicherheit im Umgang mit Zahlen, Termen und Gleichungen
gewinnen. Entsprechende Ubungsphasen diirfen nicht vernachléssigt werden; auf eine Verwendung des CAS sollte — auch
bei Leistungsnachweisen — immer wieder gezielt verzichtet werden.

Griunde fiir den Einsatz eines CAS im Unterricht

Leistungsfahigkeit der Systeme

Mit den CAS lassen sich algebraische Ausdricke bearbeiten. Das CAS 16st mathematische Aufgaben nicht nur mit Zahlen.
Es verarbeitet auch symbolische Ausdriicke. Dies ist insbesondere bei folgenden Tatigkeiten hilfreich:

Term vereinfachen

Gleichung lésen

integrieren und differenzieren

Ergebnisse visualisieren

exakt rechnen

Funktionsgraph darstellen

Tabellenkalkulation bearbeiten

geometrische Zusammenhange dynamisch darstellen
Zufallsexperiment simulieren und auswerten
Datentabelle erzeugen (Tafelwerk)

® & 6 6 6 6 o o o o



Das CAS Ubernimmt langwierige, haufig wiederkehrende Berechnungen. Dadurch gewinnen die Schulerinnen und Schiler
mehr Raum fir Ubungen und Versténdnisfragen.

GroBerer Lerneffekt durch effektive Ergebniskontrolle

Unterricht, welcher ein CAS einbezieht, zielt natlrlich nicht nur auf das korrekte Endergebnis von Aufgaben ab. Auch
weiterhin sollten Fragestellungen zu bearbeiten sein, die den Nachweis einzelner Rechenschritte verlangen. Die Schlerin-
nen und Schler kénnen ihre Zwischenergebnisse nach der Bearbeitung ohne CAS am Rechner kontrollieren. Dies motiviert
das selbstandige Aufspiren von Fehlern und erhéht den Lerneffekt.

Ein solcher Unterricht fordert experimentelles, entdeckendes Lernen: Im Idealfall ergriinden die Schulerinnen und Schuler
im Unterricht viele mathematische Zusammenhange selbstandig. Das aktive Erarbeiten der Inhalte fordert ein besseres Ver-
standnis.

Mehr praktischer Anwendungsbezug

CAS ermoglicht es, mit realitatsnahen Daten zu arbeiten. Zahlen mussen nicht ,,geschdont” werden, um in Aufgaben hand-
habbar zu sein. Dadurch bietet sich den Schilerinnen und Schilern die Gelegenheit, interessante, anwendungsbezogene
Aufgaben zu bearbeiten.

Veranschaulichung mathematischer Inhalte und Zusammenhénge

Mit einem CAS lassen sich mathematische Inhalte auf unterschiedliche Weise veranschaulichen und Zusammenhange zwi-
schen verschiedenen Darstellungsformen verdeutlichen.

Forderung der Medienbildung und Digitalen Bildung

Unterricht, welcher ein CAS einbezieht, férdert die Kompetenz der Schilerinnen und Schiler im Umgang mit digitalen
Medien. Genau das fordert die Kultusministerkonferenz. Fir sie stellt die Medienkompetenz einen bedeutenden Beitrag
zur Starkung der mathematisch-naturwissenschaftlich-technischen Bildung dar.

1.3 Zu erwerbende Grundfertigkeiten

Genauso, wie z. B. ein herkdmmlicher elektronischer Taschenrechner, ist ein CAS im Unterricht als Hilfsmittel einzuordnen.
Aus diesem Grund finden sich in den Kompetenzerwartungen der Lehrplane fir das Fach Mathematik keine explizite Aus-
weisungen von ,CAS-Kompetenzen”.

Die folgende Tabelle soll dabei helfen, im Zuge der Forderung der Fertigkeiten, welche die Schilerinnen und Schuler im
Umgang mit einem CAS erwerben sollen, den Uberblick zu bewahren.

Kategorie CAS-Grundfertigkeit
Einstellungen WinkelmaB einstellen/interpretieren
Term/Funktion Funktion definieren (z. B. Festlegen des Terms einer Funktion)

Funktionswert berechnen
Term vereinfachen

Term faktorisieren

Term ausmultiplizieren

Terme vergleichen




1 EinfUhrende Hinweise

Wertetabelle erstellen

Grenzverhalten bestimmen

Term einer Ableitungsfunktion bestimmen
Term einer Stammfunktion bestimmen

bestimmtes Integral berechnen

Gleichung Gleichung lésen

Gleichungssystem l6sen

Graph Graph zeichnen, geeigneten Anzeigebereich wahlen

Graphen von Scharfunktionen zeichnen, Schieberegler verwenden

Daten Histogramm zeichnen
Tabellenkalkulation durchftihren

Binomialverteilung anwenden

Vektoren Berechnung mit Vektoren durchfiihren
Skalar-, Vektor- und Spatprodukt berechnen
Geraden- und Ebenengleichungen aufstellen

Geraden und Ebenen darstellen

Ubersichten spezifischer CAS-Befehle

Durch standige Erweiterung wachst der Befehlsvorrat in Geo-

gebra kontinuierlich. Geogebra hat eine Auto-Vervollstandi- ’
gungsfunktion der Befehle, die ein exaktes Schreiben der Syn- il SSATELITTEISR)

Ableitung( <Ausdruck>, <Variable> )

tax nicht mehr erfordert. Bei der Eingabe der ersten Buchstaben \Bie isnol-<Ausdruck -2Vartablh <Cadder ABEings)

offnet sich ein Pop-up-Fenster mit der Syntax und den Einga-
bemdglichkeiten.

Listen mit aktuellen Beschreibungen und Beispielen findet man unter https://wiki.geogebra.org/de/Handbuch.



2 Einsatz von CAS im Themengebiet Analysis

2.1 Schnelleinstieg in das Themengebiet - Wichtige grundlegende
Befehle

Schilerinnen und Schuler kénnen problemlos und ohne Vorkenntnisse bzw. Vorerfahrungen die Arbeit mit einem CAS
starten. Die Bedienung eines CAS lasst sich mit kurzen einfachen Beispielaufgaben schnell erlernen. Nachfolgend werden
folgende Grundlagen vorgestellt:

Eingabe eines Bruchs und Berechnung eines exakten/gerundeten Werts
Verwendung des CAS als gewohnlicher , Taschenrechner”

Zugriff auf Inhalte von Eingabezeilen oder auf Werte von definierten Variablen
Einstellmdglichkeiten im CAS-Fenster

Einstellmoglichkeiten im Grafik-Fenster

Losen einer Gleichung nach einer Variablen

Schnittpunktbestimmung innerhalb des Grafik-Fensters

Koordinateneingabe eines definierten Punkts im CAS-Fenster

* & 6 O & o o o

Funktionsgraphen zeichnen, Punkte kennzeichnen

Zeilen 1 - 2: Die Funktionen kénnen mit beliebigen Bezeichnern definiert werden. Hierzu kann ,,:=" oder ,, define” verwen-
det werden. Der blaue Punkt zeigt, dass der Graph der Funktion angezeigt wird. Klickt man auf den Graphen, kénnen
Eigenschaften wie Farbe, Bezeichnung des Graphen etc. verandert werden.

Eigenschaften des Grafik-Fensters konnen rechts oben durch Anklicken des Symbols verandert werden, z. B.:
Strichdicke, Farbe, Anzeigeausschnitt, Achsenskalierung, Koordinatengitter.
Die Koordinaten eines Punktes kénnen Uber den Bezeichner im CAS-Fenster angezeigt werden.

Der (Schnitt-)Punkt wird im Grafik-Fenster mithilfe des Symbols LPunkt” >

Detail-Auswahl »Schneide” definiert. AnschlieBend mussen beide Graphen angeklickt werden.

Ein Doppelklick auf den erzeugten Schnittpunkt erméglicht es, sich weitere Eigenschaften, wie z. B. dessen Beschriftung,
anzeigen zu lassen. Die Eigenschaften kénnen so auch gedndert werden.

Bei Angabe des Bezeichners (Name) des Punktes im CAS-Fenster erhélt man dort die Koordinaten des Punktes.

Zeilen 3 - 4: Die Koordinaten der Punkte k&nnen sowohl ndherungsweise E als auch exakt an-

gezeigt werden.

ax)=3/10(x+1) (x+3)(x+2) G

<

1 b
® - a(x) :=%(x+1)(x+3)(—x+2) a

b(x) == x2-x-6/5

[ N

=+ b(x) = xz—x—g

3|A

Q2

(—0.83,0.32) 5

4B -5 -4 3 2 A1\o| 1 3 4 5
N (5114447 1048648)

2709397 ° 2204767




Funktionswerte berechnen

Zeile 6: Neben exakten Werten werden haufig
auch Naherungswerte benétigt.

Hinweis: Die Notation ,$5" referenziert (dyna-
misch) auf die Zeile Nr. 5. Dies bedeutet, dass der
Funktionswert automatisch neu berechnet wird,
sollte sich der Wert in Zeile 5 andern (z. B., indem
der Funktionsterm von g in Zeile 4 nachtrdglich
verandert wird).

Parameter im Funktionsterm

Enthdlt ein Funktionsterm einen Parameter, so
empfiehlt es sich bei Verwendung eines CAS,
den Parameter als zweite Variable festzulegen.
Damit ist im weiteren Verlauf ein flexibler Zugriff
auf Funktionsterme und -werte maglich.

Zeile 1: Definition
Zeile 2: Berechnung des Funktionsterms fur k =1

Zeile 3: Berechnung des Funktionswerts fur
k=1und x=3

Zeile 4: Ausgabe mehrerer Funktionsterme fur
verschiedene Werte des Parameters k

Schieberegler

Mithilfe eines Schiebereglers (Erstellung in den
Bereichen Algebra und Grafik durch einen Klick

auf den Menu-Button |22 ) lasst sich der Wert

einer Variablen innerhalb eines definierten Be-
reichs mit definierter Schrittweite verandern. Die
Variable ist sodann mit diesem Wert belegt.

Zur Verwendung eines Schiebereglers empfiehlt
es sich haufig, eine neue Variable festzulegen.
Nebenstehend ist ,a” per Schieberegler aktuell
mit dem Wert , 1" belegt, ,k” dagegen nicht.

Nulistellen

Nullstellen ergeben sich als Losung einer Glei-
chung nach der Variablen x.

3 (-2)
- 4

4 9(x):=sqrt(x)
- g(x) :== v/x

5 9(3)
> V3

6  Numerisch[$5]
- 1.73

1 | f(x,k):=x+k
- f(x,k) == k+x

2 | f(x, 1)
- x+1

3 £3.1)
-4

4 | f(x,{1,2,3,4})
- {x+1,x+2,x+3,x+4}

a=1
®
5 | f(x,a)
- x+1
f(x,k)
- k+x

Lése[f(x)=0, x]

4
{x_ —V5+3

x=1
2 2
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Ableitung, Extremstellen, Monotonieinter-
valle

Zeile 1: Funktion f definieren

Zeile 2: Term der ersten Ableitungsfunktion von
f mit dem Befehl , Ableitung” berechnen

Zeile 3: Term der ersten Ableitungsfunktion von
f Uber Eingabe von ,, f'(x) “ berechnen

Zeile 4: Term der zweiten Ableitungsfunktion be-
rechnen

Zeile 5: mdgliche Extremstellen berechnen

Zeile 6: Der Befehl ,Element” wahlt einen Ein-
trag aus einer Liste aus. Hier wird aus der Liste
von Zeile 5 der erste Eintrag verwendet. , Ersetze
(f(x),...)" belegt die Variable mit dem gewahlten
Listenwert und berechnet somit den Funktions-
wert.

Zeile 7: alternative Eingabe

Zeile 8: Zur Berechnung der maximalen Monoto-
nieintervalle kdnnen auch Ungleichungen gel6st
werden.

Bei der Beschriftung wird standardmaBig z. B. f
statt G; verwendet. Zur Umbenennung muss

der Graph markiert und die Eigenschaft Beschrif-
tung aktiviert und ,G_f" im Feld Beschriftung
eingegeben werden.

fx):=1/2x3+2x2-x-4

1
1
@ - f(x) := 3 XC+2x—x—4
5 Ableitung(f(x))
3
= 3 x*4+4x—1
3 f‘(x)1
@5 (3x°+8x-2)
4 | f'(x)
- 3x+4
5 L1:=Lose(f'(x)=0,x)
~ L1 := {x=—-2.9,x=0.23}
6 E1:=Ersetze((1/2 x* + 2x2 - x - 4), Element(L1,1))
~ E1 := 3.53
7 | f(Element(L1,2))
~05x3+2x2—x—4=—-4.12
8 | Lose(f'(x)=0)
~ {x< —2.9,x>0.23}
Gf'
7 -6 -5 74 —é\—zA—1o 1/2 3 4 5 6
G G




2.2 Ganzrationale Funktionen

Zur Untersuchung ganzrationaler Funktionen und deren Graphen bietet sich ein CAS zur Veranschaulichung an. Der Einfluss
eines Parameters im Funktionsterm auf den Verlauf des zugehorigen Graphen kann dynamisch dargestellt werden. Die
Schulerinnen und Schiler kénnen — auch anspruchsvollere — Sachverhalte entdeckend erforschen, ohne viel Zeit mit ggf.
aufwendigen algebraischen Umformungen verbringen zu missen.

Im Zusammenhang mit den beschriebenen Vorschlagen zur Unterrichtsgestaltung kommen insbesondere folgende Grund-
fertigkeiten zur Anwendung:

Term definieren

Term ausmultiplizieren

Nullstelle berechnen

Wertetabelle erstellen

Graph zeichnen, geeigneten Anzeigebereich wahlen
Gleichungen l6sen

Polynomdivision durchftihren

* & & O o o o

Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Aufgabe 1: Ganzrationale Funktionen vom Grad n ,,entdecken”

Wir machen uns gemeinsam auf Entdeckungsreise: Terme kombinieren — neue Funktionen entdecken!

Sie ddrfen gerne auch mit dem CAS mehr als gefordert , forschen”, beantworten Sie dennoch mindestens die unten
angegebenen Teilaufgaben schriftlich. Bitte notieren Sie gerne weiterflihrende Erkenntnisse oder Fragen fir spéter!

(9 Gegeben sind folgende Terme: )
—3x+2 X X—2 2—X 0,25x -1 -0,5x
—(3-x) X+3 2x-0,75 1+ X 2x+1

a) Suchen Sie sich drei beliebige Terme aus und betrachten Sie diese jeweils als Term einer Funktion.
Beschreiben Sie unter Verwendung einer Skizze der Graphen dieser Funktionen maéglichst viele Eigenschaften dieser
Funktionen.

b) Multiplizieren Sie zwei beliebige Terme miteinander. Betrachten Sie das Produkt als Term einer Funktion.
Beschreiben Sie unter Verwendung einer Skizze des Graphen dieser Funktion moglichst viele Eigenschaften der
Funktion.

¢) Multiplizieren Sie drei beliebige Terme miteinander. Betrachten Sie das Produkt als Term einer Funktion.
Beschreiben Sie unter Verwendung einer Skizze des Graphen dieser Funktion moglichst viele Eigenschaften der
Funktion. Wahlen Sie nun die drei Terme aus Aufgabe a). Was fallt Ihnen auf?

d) Gegeben ist die Funktion f:x i~ —1,5x3 +Ax2 - 2x, mit x € R . Welche Terme von oben ergeben durch Multiplikation

miteinander den Funktionsterm von f? Erldutern Sie Ihre Vorgehensweise zur Beantwortung der Frage mit und ohne
CAS.

"
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e) Stellen Sie die Funktionen f; bis f; grafisch mit Inrem CAS dar und beschreiben Sie die Art der jeweils vorhande-
nen Nullstellen.
fi(x) = (x+3), H(x)=(x+3)?, f(x)=(x+3>
f(0)=(x-2), &(x)=(x-2)", f(x)=(x-2°

f)  Bestimmen Sie passend zu dem rechts abgebildeten Graphen einen Funktionsterm
einer ganzrationalen Funktion g. 5, 5

g) Gegeben ist die Funktion f,:x>a(x—2)x(x+1) mit dem Leitkoeffizienten T IO
ae {—‘I; 0,5; 3} . Beschreiben Sie den Einfluss des Leitkoeffizienten auf den Graphen von f, im Vergleich zum Gra-
phen der Funktion mit dem Leitkoeffizienten a=1 .

Zielsetzung Ganzrationale Funktionen erforschen, Vielfachheit der Nullstellen entdecken, Auswirkungen des Leitko-

effizienten beschreiben

Voraussetzung Geraden und Parabeln, Nullstellen

Anregung Mithilfe des CAS kénnen lineare Terme einfach kombiniert sowie die Nullstellen und deren Vielfachheiten

auch von ganzrationalen Funktionen hoheren Grades bestimmt werden. Hier bietet es sich besonders
an, dass die Schulerinnen und Schuler selbstdndig neue Funktionsterme kombinieren und neue Funktio-
nen anhand der zugehdrigen Graphen entdecken. Diese Aufgabe kann angelehnt an das Schema des
Dialogischen Lernens durchgefihrt werden. Die Schiilerinnen und Schiler werden mit einfachen Teilauf-
gaben und Uberlegungen angeleitet. Sie bearbeiten zunachst jeder fiir sich alleine, leise und mit schrift-
licher Dokumentation in ganzen Satzen die Aufgabenstellung(en). Im Anschluss erfolgt der Austausch in
Klein-Gruppen Uber das bisher Gelernte/Bearbeitete. AnschlieBend kénnen gemeinsam an der Tafel ein
Merkblatt erstellt und/oder die offenen Fragen beantwortet werden.

Hinweise zur Bearbeitung

Zua) Lose(-3x+2=0,X) GN_| Y
Zeile 1: Nullstellenberechnung 1 2 3
- X= —
Zeilen 2 - 3: Funktionsgraphen zeichnen; mithilfe { 3 } 2
des Graphen kénnen die Eigenschaften beschrie-
2 f(x) :=-x+2 1
ben werden.
® - f(x) := —x+2 LS
, | 3 -2 /710 1 2\ 3 4
3|90 :=x+1 -1
® |- g(x) :=x+1 Gg -
Zub) 1f(x):=—3x2—x+2 3|y
Zeile 1: Die neue zusammengesetzte Funktion ® - f(x) := —3 2 —x+2
wird definiert und der Graph der Funktion ge-
zeichnet. Lose(f(x)=0,x) 1
2
Zeile 2: Nullstellenberechnung; mithilfe des Gra- {x = _aoxi= Z} X
. A . - = ' X = -3 -2 {10 1 2 3
phen koénnen die Eigenschaften beschrieben 3
werden. 5 G




Zeile 3: Die neue zusammengesetzte Funktion
kann auch mithilfe der Bezeichner definiert wer-
den.

Zuc)
Zeile1: Terme werden kombiniert

Zeile 2: Nullstellen werden berechnet

Zu d)

Zeilen 4 - 5: Die Aufgabe kann mit einer Poly-
nomdivision geldst werden.

Der Befehl lautet hier daftir: , Division( <Divi-
dend Polynom>, <Divisor Polynom> )"

Geogebra listet auch das Restpolynom, hier
Rest(x) =0, auf.

2 Einsatz von CAS im Themengebiet Analysis

f(x) ;= -x+ 2 Gy
- f(x) = —x+2

eonN

o w

gx)=x+1
- g(x) :=x+1
h(x):=f(x)*g(x)

[y

= h(x) := ey gD G/l o
Y G
h

f(x) := x(x+1)(2x-3/4)

— f(x) == x (x+1) <2x—§>

Nullstelle(f(x))

3
- {x:—l,x:O,x:ﬁ}

f(x) ;1= (-3) / 2 X3 + 4x® - 2x Gs

- f(x) ::—gx3—}—4x2—2x 8

Faktorisiere(f(x)) 2
3x—2
2 1

= null := —x (x —2)

7 Division(f(x), -0.5x)

Nullstelle(f(x))

2
—o{x:(),x:§,x:2} ¢

- {3x*—8x+4,0} 5

Division(f(x), -3x+2)

= % (x¥*—2x),0
{ }

13
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2 Einsatz von CAS im Themengebiet Analysis

Zu e)

Die Schulerinnen und Schuler vergleichen Null-
stellen verschiedener Vielfachheiten miteinander
und erkennen die Auswirkungen der Vielfach-
heiten auf das Verhalten der Funktionswerte in
der Umgebung der Nullstellen bzw. das Verhal-
ten der Verldufe der Graphen in der Umgebung
der Schnittpunkte mit der x-Achse.

Zu f)

Durch multiplikatives VerknUpfen der Funktions-
terme f;(x) und f4(x) der vorhergehenden Auf-
gabe erzeugen die Schilerinnen und Schuler
eine Funktion. Mit der Gleichung in Zeile 2 wird
der Wert fir a so berechnet, dass P auf dem Gra-
phen von g liegt.

Zug)

Der Einfluss des Leitkoeffizienten lasst sich
mittels eines Schiebereglers untersuchen.

onN (

o w

flx):=x+3

— fi(x) := x+3
+3)3
(x+3)°

f 2(x) :=(x
= fa(x) =

mw

f 3(x):=(x + 3)°
= f3(x) := (x+3)°

f 4(x) :=(x - 2)2
- fa(x) = (x—2)°
f 5(x):=(x-2)*
= fs(x) = (x—2)*

f 6(x) :=(x - 2)°

— fo(x) = (x—2)° [[?

Gt3

g(x):=a*(x-2)A2*(x+3)
- g(x) i=a (x—2)* (x+3)
Lose(g(-1)=2,a)

Computeralgebrasysteme (CAS) im Mathematikunterricht an der Beruflichen Oberschule



2.3 Differenzialrechnung mit ganzrationalen Funktionen

Im Zusammenhang mit den beschriebenen Vorschldgen zur Unterrichtsgestaltung kommen insbesondere folgende Grund-
fertigkeiten zur Anwendung:

Funktionsterm definieren

Funktionsterm ausmultiplizieren

Nullstelle berechnen

Wertetabelle erstellen

Graph zeichnen, geeigneten Anzeigebereich wahlen
Gleichung l6sen

Polynomdivision durchfiihren

mittlere Anderungsrate berechnen

Eingabe Uber die Eingabezeile (Algebra-Fenster) zur Beschriftung der Punkte im Graphen
Element aus einer Ergebnisliste auswahlen

Wert fUr eine Variable in einem Funktionsterm setzen
Koordinaten von Punkten bestimmen

Term der Ableitungsfunktion bestimmen

Extremum bestimmen

Koordinaten des Wendepunkts bestimmen

Steigung eines Graphen in einem Punkt berechnen
Geradengleichung aufstellen

Tangentengleichung aufstellen

Grenzwert berechnen

L R R R I R R R R SRR R R R R R R R R 2

Grundlegende CAS-Befehle
f(x) ;= -x"5 + 2x*2-3
- f(x) ;= —x°+2x2—-3

Grenzwerte 1

Zeilen 2 - 3: Verhalten im Unendlichen bestim-

men 2 | Grenzwert(f(x), o)
Zeilen 5 - 6: Verhalten an der Definitionslicke - —00
bestimmen
3  Grenzwert(f(x), -)
-+ 00
=1/
4 | IX)=10x .
- g(x) i= —
g(x) = _

5 RechtsseitigerGrenzwert(g(x), 0)
- o0

6 LinksseitigerGrenzwert(g(x), 0)

-+ —00

Erste Ableitung 1 f(x) = 2x3 - 7X@ + 5x - 1

Es empfieh!t sich, zunachst den Term der Ab!ei— ®  f(x)=2x—7Tx2+5x—1
tungsfunktion zu berechnen und erst dann eine
neue Funktion (hier: , ' ) zu definieren. 2 | Ableitung[f(x), x, 1]

Hinweis: Nicht alle CAS erlauben die Verwen- > 6x*—14x+5
dung von Hochkommata fur die Bezeichnung 5 f(x):=$2

von Objekten; in solchen Fallen ist die Verwen-

dung ,sprechender” Alternativen, wie z. B f1 ®

> f(x) == 6x>—14x+5

15



16

oder fs (und fur hohere Ableitungen entspre-
chend f2, 3 ... bzw. fss, fsss, ...), zu empfehlen.

Interessant fur den Lehr-Lern-Prozess ist es, die
Graphen von Funktion (blau) und Ableitungs-
funktion (rot) in einem gemeinsamen Koordina-
tensystem darzustellen.

Mogliche Extremstellen

Zeilen 5 - 6: Nullstellen der ersten Ableitung als
Kandidaten fur Extremstellen berechnen

Manche CAS stellen fur die Bestimmung von
Nullstellen einen eigenen Befehl bereit.

Art der Extrema / zweite Ableitung

Zeilen 9 - 10: identifizieren der Art der Extrema
Uber die zweite Ableitungsfunktion

Zeilen 11 - 12: identifizieren der Art der Extrema
Uber das Vorzeichenverhalten der Funktions-
werte der ersten Ableitungsfunktion

Tangente

Bei den meisten CAS besteht die Méglichkeit, die
Gleichungen von Tangenten mithilfe eines spezi-
ell dafir zur Verfugung stehenden Befehls zu er-
mitteln.

v

Loése[f'(x)=0,x]
{x_ —V10 47 X_\/19+7}
R 6 ' 6

Nullstelle[f'(x)]
{x V1047

6
Ableitung[f(x), X, 2]
- 12x—14

_\/ﬁ+7}
- 6

f'(x):=$7
- f’(x) :==12x—14

f'((-sqrt(19) + 7) / 6)
- —219

10

f'((sqrt(19) + 7) / 6)

- 2v19

11

Lése[f'(x)=0]

- {—\/E+7

XX>\/19+7
6 ’ 6

12

Lése[f'(x)<0]
- {(x> —\/?+7)A(\/1_%+7>x)}

f(x):=2x"2+3x-5
- f(x) == 2x*4+3x—5

Tangente[1, ]
> y=7x-7




Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Aufgabe 1: Von der Sekanten- zur Tangentensteigung

Gegeben ist die Funktion f:x > (x=1% mit xR .

a) Definieren Sie im CAS die Funktion f und lassen Sie den Graphen im Grafik-Fenster darstellen.

b) Zeichnen Sie den Punkt P(1,5]|f(1,5)) ein. Erzeugen Sie einen Schieberegler mit dem Parameter a (Bereich 1 bis 3
veranderbar mit Schrittweite von 0,1). Zeichnen Sie den Punkt A(a|f(a)) und den Hilfspunkt L(a|f(1,5)) ein.
Konstruieren Sie mit der Vieleckfunktion des CAS ein Dreieck. Die Punkte A und P legen eine Sekante fest.

c) Berechnen Sie mithilfe des Differenzenquotienten die Steigung der Sekante durch A und P in Abhdngigkeit vom
Parameter a.

d) Nahern Sie den Punkt A dem Punkt P von beiden Seiten beliebig nahe an. Verwenden Sie dazu den Schieberegler.
Warum kann die unter c) berechnete Steigung im Punkt P nicht angezeigt werden? Schatzen Sie die Steigung des
Graphen im Punkt P.

e) Bestimmen Sie die Steigung des Graphen von fim Punkt P, indem Sie den Grenzwert des Differenzenqgotienten fur
x — 1,5 berechnen.

f) Der Grenzwert des Differenzenquotienten fiir x — X, ist der Differenzialquotient an der Stelle xq. Die
Ableitungsfunktion f': x i f'(x) ordnet jedem x, € Ds die Steigung des Graphen von f an der Stelle x, zu.

Bestimmen Sie die Ableitungsfunktionen von: f;:x x% sowie fHixe x>

Zielsetzung Differenzenquotient mithilfe der Sekantensteigung kennenlernen, Ubergang zum Differenzialquotien-
ten, Begriff der 1. Ableitung und einfache Ableitungsregeln einfihren

Voraussetzung Sekantensteigung, Grenzwertbegriff

Hinweise zur Bearbeitung
Zu a) und b)

Das Dreieck A APL kann mit dem Befehl Vieleck(<Liste von Punkten>) erzeugt werden. Mithilfe der Verwendung des

Schiebereglers erkennen die Schillerinnen und Schiiler den Ubergang der Sekante zur Tangente an den Graphen von f
im Punkt P.

» Algebra X » CAS X » Grafik X
Dreieck 1 f(x) := (x - 1)? 4l
®dl =158 3
Funktion ® - f(x) == (x—1) :
| B ———,--
® f(x) = (x—1)* }
Punkt
®A=(2.72.89) 2
e L =(2.70.25) :2.64
® P = (1.5, 0.25) N6
Strecke
®a =12 X
e|=29 0 0.5 35 |
®p=1264
Zahl -1
®a=27

17
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Zu c) und d)

Die  Sekantensteigung kann mittels des
Schiebereglers fur mehrere Stellen berechnet
werden.

Durch Anndherung der Werte von a mittels des
Schiebereglers an den Wert a=1,5 werden die
Schilerinnen und Schuler eine Graphensteigung
von 1im Punkt P vermuten.

Zu e)

Mit dem CAS lasst sich der Grenzwert von msek
fiar x—15 einfach berechnen und die
Vermutung bestatigen.

Zeile 7: Berechnung des Differenzenguotienten
in Abhangigkeit von x

Zeile 8: Berechnung des Differenzialquotienten
als Grenzwert des Differenzenquotienten

Zu f)

Die Ableitungsregeln kénnen mit dem CAS ei-
genstandig entdeckt werden. Die Uberpriifung
durch die Berechnung des Differenzialquotien-
ten mit dem CAS erfolgt hier exemplarisch.

fx)=x% = f(x)=2x
f(x)=mx+t = f(x)=m
f(x)=k-g(x) = f'(x)=k-g'(x)

f(x)=x"= f(x)=n-x""

f(x) 1= (x - 1)?
= f(x) := (x—1)?

msek:=(f(a)-f(1.5))/(a-1.5)
1
5

— msek :=

b:=(f(a)-f(1.5))/(a-1.5)

11
- b= =
10
a
3
2

Grenzwert((f(x)-f(a))/(x-a),x,a)
-1

((x=-1)A2-(1.5-1)A2)/(x-1.5)
1

—_ X — —

2

Grenzwert($7,1.5)
-1

f(x):=xA2

- f(x) :== x2

(f(x)-f(x_0))/(x-x_0)

— Xp+ X
Grenzwert($2,x,x_0)
— 2 Xo

g(x):=xA5

- g(x) := x°

Grenzwert((g(x)-g(x_0))/(x-x_0),x,x_0)

- 5x3



Aufgabe 2: Kurvendiskussion

Die Schnittdarstellung eines Gebirgszugs lasst sich mithilfe des Graphen
nachfolgender Funktion b beschreiben. Sinnvoll ist nur der Bereich des Gra-
phen oberhalb der x-Achse.

b:x»—)—%x“+40x3—450x2+2000x—2160 x e R, b(x)>0

Die Werte von x sind Ladngenangaben als Vielfaches von 200 Meter. Die
Werte von y sind Ldngenangaben in der Einheit Meter.

Bild: Gabriela Putton

a) Auf dem Gipfel befindet sich das Gipfelkreuz. Bestimmen Sie die Koordinaten des Gipfels G. Geben Sie die Gip-
felhohe he an. Zeichnen Sie mit dem CAS den Graphen von b und den Punkt G in einem kartesischen Koordina-
tensystem.

b)  Bestimmen Sie die Koordinaten der Talstation T, welche auf 0 Héhenmetern am rechten Gebirgszugsende liegt.
Zeichnen Sie die Talstation mit T in obiges Koordinatensystem. Auf einem Hochplateau mit ,, fast vollstandig waa-
gerechter Lage” steht eine Hutte H. Bestimmen Sie die Koordinaten der Hitte H. Zeichnen Sie den Punkt H in das
Koordinatensystem ein.

c) Die Talstation soll mit der Hutte Uber eine unterirdisch verlaufende Zahnradbahn mit geradliniger Fahrbahn ver-
bunden werden. Berechnen Sie die Lange der Fahrbahn. Die Fahrbahn legt eine Gerade fest. Bestimmen Sie eine
Gleichung dieser Geraden. Zeichnen Sie die Gerade in das Koordinatensystem ein.

d) Bergwanderer wollen die Strecke von der Hutte H bis zum Gipfel auf dem kirzesten Weg erklimmen. Berechnen
Sie die Koordinaten des steilsten Punkts auf der Wanderung und geben Sie die Steigung des Bergs in diesem Punkt
an. Zeichnen Sie den Punkt in das Koordinatensystem ein.

e) Vom naheliegenden Flugplatz starten Propellermaschinen zu Rundfliigen Uber den Gipfel. Die Flugkurve eines
Fluges kann mit der Funktion f:x > —6x%+72x+734 beschrieben werden. Berechnen Sie die Koordinaten des

hochsten Punktes der Flugroute und zeichnen Sie diesen in das Koordinatensystem ein. Uberpriifen Sie nachfol-
gende Aussage: ,Der Sicherheitsabstand des Flugzeugs vom Berg von mindestens 50 Meter wird entlang dieser
Flugroute stets eingehalten.”

Zielsetzung Kurvendiskussion im Sachzusammenhang

19
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Hinweise zur Bearbeitung
Zu a) bis ¢)
Zeile 1: Definition der Funktionsgleichung

Hinweis:

Eingabe f(x):=Wenn(b(x) > 0,b(x)) ermoglicht die
Darstellung des Graphen in seinem Definitions-
bereich

Zeilen 2 - 5: schrittweise Lésung
Zeile 7: Losung in einem Schritt

y

0 11 12 13

Zwischendefinitionen (xH, mH, yh) erleichtern die
Ubersicht und die Eingabe

Yy
HP

i /
700 /
i ‘

//
500 "
40

H
|

b(x):=-1.25 x* + 40 *x® - 450 *x* + 2000* x - 2160

5
- b(x) := = x* + 40 x* — 450 x* 4 2000 x — 2160

b'(x)
-+ —5 x>+ 120 x> — 900 x + 2000

XTP:=Lése({b'(x)=0,b"(x)>0})
-+ xTP := {}

xHP:=L8se({b'(x)=0,0"(x)<0})
-+ xHP := {x =4}

5 | yHP:=Ersetze(b(x),$4)
-+ yHP := 880
6 | >EINGABE von HP=(4,880) in die Eingabezeile;
7 | Extremum(b(x))
-+ {(4,880)}
1 b(x):=-1.25 x* + 40 *x® - 450 *x2 + 2000* x - 2160
5
@® - b(x) := e x* 4+ 40 x* — 450 x* 4+ 2000 x — 2160
2 EINGABE von HP=(4,880) in die Eingabezeile;
3 | Nullstelle(b(x))
-+ {x=1.55,x =12.92}
4 | Lése(b"(x)=0)
-+ {x=6,x =10}
5 | xH:=Element($4,2)
-+ xH: x=10
6 | mH:=Ersetze(b'(x),xH)
- mH :=0
7 yH:=Ersetze(b(x),xH)
- yH := 340
8 | Eingabe von H=(10,340) in die Eingabezeile;




Zeile 5: MafBstab beachten

Lange =18,4km

1100 Y
1000
900 HP
800
700
600
500
400
H
300
200
100
Gy

T x|
012345673910111273\
Zu d)

Zeile 4: Die tatsachliche Steigung am realen Berg
muss von den Schilerinnen und Schilern noch
unter Beriicksichtigung des MaBstabs berechnet
werden.

1000

900 G

Zu e)

Die Differenzfunktion f—b beschreibt den Ab-
stand des Flugzeugs vom Berg.

Der Sicherheitsabstand wird unterschritten. Di-
rekt Uber dem Gipfel betragt der Abstand 46
Meter.

b(x):=-1.25 x* + 40 *x* - 450 *x? + 2000* x - 2160

1
5
® - b(x) := e x* 4+ 40 x® — 450 x? 4 2000 x — 2160

2  EINGABE von T=(12.92,0) in die Eingabezeile;

3 | Eingabe von H=(10,340) in die Eingabezeile;

4 HT

~ (—2.92,340)

5 sqrt((2,92*200)? + 3402)

~ 18403.14

mg:=(340/(-73/25))
8500

- = - —
mg 73

7 | 9(x):=mg*x+(340-mg*10)
® ~ g(x) := —116.44 x + 1504.38

b(x) := (-5) / 4 x* + 40x® - 450x2 + 2000x - 2160

5
@ b(x) = —¢ x* 4+ 40 x> — 450 x> 4 2000 x — 2160

Extremum(b(x))
- {(4,880)}

Wendepunkit(b(x))
- {(6,660), (10, 340)}

b'(6)
- —160

EINGABE von WP=(6,660) in die Eingabezeile;

b(x):=-1.25 x* + 40 *x* - 450 *x* + 2000* x - 2160

’
@® - b(x) = —2 x* + 40 x® — 450 x> 4 2000 x — 2160
2 f(x) =-6x2+72x+ 734
@ - f(x) ;= —6x>4+72x4+734
3 | Extremum(f(x)-b(x))

- {(3.86,44.34),(8.82,548.28), (11.32,466.98) }
4 f(4)-b(4)

- 46
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Aufgabe 3: Parabelkirche

Die Abbildung zeigt eine Darstellung des Innenraums der Parabelkirche in Gelsenkir-
chen. Sie wurde in den Jahren 1927 bis 1929 erbaut.

Das Gewodlbe des Kirchenmittelschiffs ist parabelférmig. Die Parabel endet am Bo-
den.

Im Boden eingelassenen Stutzpfeiler haben die Form einer Geraden, die die Parabel
knickfrei an beiden Seiten verlangern. Die Stutzpfeiler befinden sich nicht sichtbar
jeweils links und rechts unterhalb des Bodens.

Das Kirchenmittelschiff ist 10 Meter breit und 15 Meter hoch.

Bild: Gabriela Putton
a) Bestimmen Sie eine quadratische Funktion, deren Graph den Verlauf der Berandung des Kirchenmittelschiffs wie-
dergibt.

b) Berechnen Sie die Steigung eines in den Kirchenboden eingelassenen geraden Stutzpfeilers.

c¢) Welchen Winkel schlieBen Stiitzpfeiler und Kirchenboden miteinander ein?

Zielsetzung  Ubung zur Kurvendiskussion

Hinweise zur Bearbeitung

Zu a)

Drei Bestimmungsgleichungen legen den Term
fest. Das Gleichungssystem wird mit dem CAS 1
gelost.

f(x) :==a*x"2+b*x+c

- f(x) 1= ax’+bx+c

Lése({f(0)=15,f(5)=0,f'(0)=0}, {a,b,c })

(= 3msem)




Zu b)

Die Steigung des linken Stutzpfeilers lasst sich
Uber die erste Ableitung berechnen. Hier bietet
sich ein Exkurs Uber die Differenzierbarkeit einer

Funktion an.

Zu )

Umrechnung vom Bogenmaf3 ins Gradmal3

Bei der Visualisierung dieses Sachverhalts ist das CAS sehr gewinnbringend einsetzbar. Im Algebra-Fenster kann der

4 1 g'(-5)
-+ 0

5 L&se($4 = tan(x),x)
- {x=ky 7+ tan’(6)}

6 tan—'(6)*180/ T
~ 80.54

Winkel direkt gemessen und eingezeichnet werden. Hierzu mussen vorher drei Punkte definiert werden.

b CAS

o X
f(x) :=a*x"2+b*x+c

= f(x) := ax®*+bx+c

) Algebra 5
Funktion

® g(x) = 6x+30, (-

® p(x) = —% x2 +15, |
Gerade

h: 2.24x - 0.37y = -11.2

Lose({f(0)=15,f(5)=0,f'(0)=0}, {a,b,c })

(= pomneen)

Liste
oL={

Punkt |
® A=(5,0) |

p(x):=Wenn(5 = x > -5,Ersetze($1,$2))

3
- p(x) = Wenn<52 XA x> —5,—3 x2+15>

® B =(-5.37, -2.24)
®Cc=(-6,0)

g'(-5)
- 6

Winkel
® a=8054°
Zahl

Lose($4 = tan(x),x)
- {x=km+ tan'1(6)}

k=0
k=0 ‘

tan=1(6)*180/ Tr
~ 80.54

) Grafik

g(x):=Wenn(x =< -5,$4 x + 0 - $4 (-5))

® - g(x) := Wenn(—5 > x,6 x+ 30)

Aufgabe 4: Bahnstrecken verbinden

Die Abbildung veranschaulicht modellhaft den Verlauf zweier Bahnstre-
cken (Halbgeraden), die sich durch folgende Funktionen beschreiben

lassen:

-8 -6
a=8054°

¢ giX>2x+3, xe|-;0]

. hZXH—%X+2, x €[3;+0]

Die Bahnstrecken sollen so verbunden werden, dass die Ubergange zwi-
schen den bestehenden Strecken und dem neu gebauten Streckenab-
schnitt jeweils moglichst glatt sind.

/

a) Stellen Sie die Graphen von g und h mit dem CAS dar.
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Der neue Streckenabschnitt soll im Modell durch den Graphen einer ganzrationalen Funktion s dargestellt werden.

b) Skizzieren Sie, wie der neue Streckenabschnitt Ihrer Ansicht nach in etwa verlaufen kénnte.
0
Notwendigkeit. Welcher Grad bietet sich folglich fur s an?
d)
Vergleichen Sie mit lhrem Vorschlag aus Aufgabe b).
e)
wird. Bestimmen Sie die Koordinaten von P.
(vgl. [HR CAS Gym 11-12])
Zielsetzung  Anwendung

Voraussetzung Grundlagen der Differenzialrechnung

Hinweise zur Bearbeitung
Zu a)

Graphen bei eingeschrankten Definitionsmen-
gen

Zu ¢) und d)

An die Funktion s sind folgende Bedingungen zu
stellen:

5(0)
5(3)

Fur s bietet sich folglich eine Funktion funften
Grades an.

h(3)

Das Gleichungssystem wird nach der Definition
von s gelost.

Zeile 4 (Forts.): ...,s"(3)=h"(3)}{a, b, ¢, d, e, f}]

Anregung: Z. B. im Rahmen der Besprechung der
Aufgabe bietet es sich an, erganzend einen Term
von s zu ermitteln, ohne die Bedingungen fir die
zweite Ableitung zu beachten, und das Ergebnis
mit dem Ergebnis aus Aufgabe c zu vergleichen.

b CAS o | X| P Grafik
1 | 9(x) := Funktion[2x+3, -0, 0 ] y
® - g(x) := Wenn[0 > x,2 x + 3] /
= i - 0 X
. h(x):=Funktion[(-1) / 3 x + 2,3,0] / T " =
1
® - h(x) := Wenn x23,—§ x+2} -2

Geben Sie die Bedingungen an, die an die Funktion s gestellt werden mussen, und begriinden Sie deren jeweilige
Ermitteln Sie einen Term der Funktion s und zeichnen Sie den Graphen von s in die Darstellung aus Aufgabe a) ein.

Auf dem neuen Streckenabschnitt gibt es einen Punkt P, in dem von einer Rechtskurve in eine Linkskurve gewechselt

P CAS

s(x):=a*x"\5+b*x M +c*x 3+d*xM2+e*x+f

- s(x) = ax’+bx*+cx3+dx®+ex+f

Lose[{s(0) = g(0), s'(0) = g'(0), s"(0) = g"(0), 8(3) = h(3), 8'(3) = h'(3

71
81

52
b=

yC= —

o=

27

—,d=0,e=2,f=3

f

s_1(x):=Funktion[-1/9 *x"5+71/81 *x"4 - 52/27 *x"3 +2x+3, 0,3]

1
- s1(x) := Wenn [O <x<3,—

71
_5 _4
o X tar X

) Grafik

—E 342

27

©7




Zu e)

Fur die x-Koordinate des Wendepunkts ergeben
sich rechnerisch drei Moglichkeiten, von denen

aber nur x=28

= im Definitionsbereich von s

s_2(x):=-1/9 *x"5+71/81 *x"4 - 52/27 *x"3 +2x+3

1 4,71, 52,
so(x) = §x+ax ﬁx+2x+3

Lose[s_2"(x)=0, x]

liegt. 26
- {X=0,x= —,x= 3}

Anmerkung: Bei dieser Aufgabe zeigt sich, dass 15
die Interpretation von Lésungen im Kontext der s_2"(26/15)
Aufgabenstellung stets notwendig ist. Die Schi- ~ 4.88
lerinnen und Schiler sollen dafiir sensibilisiert .
werden. s_2(26/15)

53530027

20503125

Aufgabe 5: Steckbrief Nr. 1

Von einer ganzrationalen Funktion f dritten Grades, mit x €D , sind folgende Eigenschaften bekannt:

f hat an der Stelle x; =% eine Nullstelle, der Graph von f besitzt den relativen Hochpunkt HP(—1|2) sowie an der Stelle
X =2 einen Randhochpunkt. AuBerdem ist das relative Minimum der Funktion zugleich das absolute Minimum.

Bestimmen Sie die maximal mdégliche Definitionsmenge Dy .

Zielsetzung Aufstellen von Funktionstermen, Randextrema, relative und absolute Extrema

Voraussetzung Grundlagen der Differenzialrechnung

Hinweise zur Bearbeitung

Zeilen 1 - 3: Die Schilerinnen und Schuler I6sen das Gleichungssystem zum Aufstellen der Funktionsgleichung mit dem

CAS. Am Graphen der Funktion erkennen sie: D = } —%;2}

Das hier verwendete CAS erkennt f'(x) als den Term der Ableitungsfunktion von f. Die Ableitungsfunktion musste also
nicht extra definiert werden — im Gegensatz zu einigen anderen CAS.

Zeile 8: Mit dem Befehl Funktion(<Funktion>, <Startwert>, <Endwert>) wird die Funktion mit eingeschranktem Definiti-
onsbereich definiert.

25
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f(x):=a*xA3+b*xA2+c*x+d 6ly
' - f(x) =ax’+bx’+cx+d 5.5
; f'(x):=Ableitung(f(x)) 5
P 2
- f/(x) ==3ax*+2bx+c 5
Lose({f(-1)=2, f(-1)=0,f(0.5)=0,f(2)=5},{a,b,c,d}) 4
’ _2 1 16 19
TP T T T T Ty 35
o g(x):=22/27xA3+1/3*xA2-16/9x+19/27 3
4
= 22 gyl e 13 25
8(x) i= 57 X +3 X — 3 x+53 i
Lose(Ableitung(g(x)=0))
5 8 1.5
- {x =—-1,x= ﬁ}
9(8/11) 0.5
6 Gh
325 "
= T 3267 2’ 15 1 05 o0 05— 1 15 2
Lose(g(x)=-325 / 3267) =0:5
Tf..m 8 =
U T T2 T 1
-15
h(x):=Funktion(g(x),(-41) / 22,2) 5
3 -
41 22 1 16 19
= = e e R T = e —
° h(x) Wenn( 55 S XX 2, 57 X + 3 X 9 X 27) g

Aufgabe 6: Streckbrief Nr. 2, Regressionskurve

a) Eine ganzrationale Funktion 3. Grades hat an den Stellen x; =—3 und x, =2 jeweils einfache Nullstellen, ihr Graph
hat im Punkt P(0|t),te IR\{O} einen relativen Hochpunkt. Bestimmen Sie den Funktionsterm der Funktion in Ab-
hangigkeit von t.

b) Die Funktion f:x > f(x) besitzt folgende Wertetabelle:

e e 0 e | e | om |
f(x) ‘ 0 ‘ 0,75 ‘ 0 ‘ -0.75 ‘ 0 ‘ 3,75 ‘ 12
Bestimmen Sie einen passenden Funktionsterm von f.
Zielsetzung Vertiefung in Hinblick auf Funktionsterme mit und ohne Parameter bei vorgegebenen Informationen,

sowohl rechnerisch als auch mithilfe von Streudiagrammen

Voraussetzung Sicherer Umgang mit den Grundlagen der Kurvendiskussion

Anregung

Die Thematik kénnte auch Gegenstand eines Referats sein.




Hinweise zur Bearbeitung
Zu a)

Zeilen 3 - 5: Die Zielfunktion wird definiert. Der
Funktionsterm kann mit einem Schieberegler dy-
namisch verdandert werden. Die Schiilerinnen und
Schuler erkennen am Graphen die Notwendigkeit
der Einschrankung des Wertebereichs fur den Pa-
rameter t. Mit der Ungleichung in Zeile 5 bestim-
men sie diesen Bereich.

Gg 1 ¥
X
3 -U 2 0 ’
t=1.2
® -1

Bemerkenswert ist, dass die dritte Nullstelle unab-
hangig vom Wert des Parameters an der Stelle
x =—6 liegt. Diese Erkenntnis lasst Raum fiir wei-

tere vertiefende Diskussionen.

Zu b)

Hier ist zunachst unklar, welcher Funktionstyp zu
verwenden ist. CAS bieten die Moglichkeit, Re-
gressionskurven zu generieren.

Dazu werden die Wertepaare zunachst in ein Ta-
bellenkalkulationsblatt eingetragen. Uber den
MenUpunkt ,Analyse zweier Variablen” erhalt
man ein Streudiagramm. Je nach gewdhltem Re-
gressionsmodell werden mehr oder weniger
brauchbare Kurven mit zugehdrigen Funktions-
gleichungen angezeigt. Der Grad von Polynomen
ist hier auf maximal 6 beschrankt.

2 Einsatz von CAS im Themengebiet Analysis

f(x):=a*xA3+b*xA2+c*x+d

- f(x) := ax>+bx®+cx+d

Lose({f(-3)=0, f(2)=0,f(0)=t,f'(0)=0},{a,b,c,d})

2
1 7
— {{a:—% t,b:—% t,c=0,d=t}}

g(x):=-1/36*t*xA3-7/36*t*xA2+t

3 N S S SR
g(x) := %tx %tx +t

Faktorisiere(g(x), x)

4 x+6
- —t -2 3
(x—2) (x+3) *

5 Lose(g"(0)<0,t)

NGEEED)

v A B . "
= Analyse einer Variablen ‘ ‘
Ed]] v FIG|H| 1] ]
1 Analyse zweier Variablen
2
3 %Analyse mehrerer Variablen @;/./' g . ﬁ
4 L
5 | O\ Wabhrscheinlichkeitsrechner 1XSY &
6 | Streudiaaramm ¢ 006
i 0 0 VY
8 0.5 0.75
9 1 0 10
10 1.5 -0.75
11 2 0] s
12 2.5 375!
13 B 12| g e—"—s
14 0 05 1 15 2 25 3 3.
15 X:
| 16 | Regressionsmodell
17 | Keines Jd =21 —6s2+4
11(8) 2_: Berechne symbolisct

27



Aufgabe 7: Wachstumsperzentile

In der Abbildung sehen Sie eine sog. Perzenti- Af(x) nEmabt T
lenkurve, bezuglich der Wachstumsgeschwin- =
digkeit von Madchen. Eine Perzentile ist eine ’

w
NN

KenngroBe, die hier z. B. angibt, wo ein Mad- 2P HiH :f Wachst h indiakeit
chen aus der Stichprobe bzgl. ihrer Wachstums- 3¢ T A TSR T ‘lg vu,

geschwindigkeit im Vergleich zu den anderen i Médchen 0--v18Jahre !

Madchen steht. Befindet sich beispielsweise die 28
Wachstumsgeschwindigkeit eines Madchens zu 56

einem bestimmten Zeitpunkt auf oder in der
Néhe der ,90 %-Perzentile”, so bedeutet dies,
dass nur 10 % der Madchen seines Alters und
Geschlechts schneller wachsen.

50% - Perzentile

N
N

N
S
_‘——"—__-

N
(©)

Im Folgenden wird die 50 %-Perzentile betrach-
tet. Ihr Verlauf kann im Intervall [0;18 Jahre]
durch eine ganzrationale Funktion naherungs-
weise beschrieben werden.

= -
(*)] (v <]
=
|t

N
S

a) Bestimmen Sie aus dem abgebildeten Gra-
phen ausreichend viele Wertepaare und er-
zeugen Sie mit dem CAS eine ganzratio- - \
nale Funktion, deren Graph die Kurve még-
lichst genau wiedergibt.

-
N

..‘
>
=T

o
/]

b) Bestimmen Sie das Alter, in dem die Mad- T \\ T S
chen aufhéren zu wachsen. 1

Hy
i

NN

¢) Interpretieren Sie den Verlauf der Kurve im \
Sachzusammenhang. Gehen Sie dabei i ]
auch auf die Bedeutung des lokalen Maxi- - W | I ] N\ in lahr

N

. en,
mums ein. o P 6 S RO 2 A A6 I8 T AG A2

d) Berechnen Sie die maximale Wachstumsrate fur Madchen, deren Wachstumskurve identisch zum Verlauf der
50 %-Perzentile ist.

e) Die Funktionswerte beschreiben die Wachstumsgeschwindigkeit, d. h. die Anderungsrate der KérpergréBe. Uber-
legen Sie, wie die tatsachliche KérpergréBe eines Madchens beschrieben werden kann.

f)  Angenommen, eine Frau folgt in ihrer Kinder- und Jugendzeit einer Wachstumskurve, die identisch zu obiger 50%-
Perzentile verlauft. Wie groB ware sie am Ende ihrer Wachstumsphase? Vergleichen Sie ihren Wert mit der offizi-
ellen DurchschnittsgréBe von Frauen. Diskutieren Sie lhre Ergebnisse.

Zielsetzung Regressionskurven, Kurvendiskussion, Anderungsrate, Stammfunktion
Voraussetzung Differenzialrechnung mit ganzrationalen Funktionen

Anregung Ein Funktionsterm kann auch vorgegeben werden bzw. es kénnen Wertepaare in der Aufgabenstellung
vorgegeben werden, um einheitliche Ergebnisse zu erzielen bzw. um Zeit zu sparen. Andererseits bieten
abweichende Ergebnisse Raum fir Diskussionen hinsichtlich der Vor- und Nachteile der verschiedenen
Modelle.

Hinweise zur Bearbeitung

Zu a)

Das Verfahren zum Erzeugen einer Regressionskurve wie in Aufgabe 6 versagt an dieser Stelle, weil Polynome bis Grad 6
die Sachlage zu ungenau darstellen.

Mit dem Befehl TrendPoly(<Liste von Punkten>,<Grad des Polynoms>) bestimmt Geogebra Regressionspolynome auch fur
hohere Grade als 6. Hier im Beispiel beschreibt eine ganzrationale Funktion 8. Grades die gegebene Kurve recht gut. Die

28



2 Einsatz von CAS im Themengebiet Analysis

Liste der Punkte kann mit dem Befehl Liste von Punkten im Tabellen-Fenster erzeugt werden. Die Schulerinnen und Schuler
definieren sich ihre Funktion im CAS. Die ,0" als Koeffizient ag erscheint hier als gerundeter Wert, da 5 Rundungsdezi-

malen eingestellt sind (Geogebra — Einstellungen).

i
3]
> Algebra | 1 9} |iste ‘> CAs
Funktion 1 feo:=TrendPoly(L_2,8)
— M{eee} | )
'Ll;g") L'S‘e MCURCLSSIE o |~ f(x) := —0 x® +0.00015 x” — 0.00403 x® + 0.05694 x® — 0.42062 x* + 1.3840
e L ={0. 3 4 Matrix z » Grafik X ~Tabelle
Punkt FIFIKEEE
=17 (3 Tabelle AN B
= (0.t 2 1 22
o B =7 @XPolvgonzug 3 | 15 13
:gi((i;zl)z,) 4 21
o = (2, 11) 5 2.5] 9.5
o F = (2595 6 | 3 87
oc,=(3 8.7) 7 35 8
® H, = (3.5, 8) 8 4 7.5
ol =(4,7.5) 9 45 7
®), =457 10 5 6.7
® K =(56.7) E 11 6 6.3
oL =(66.3) ’ 12 7 6
L" f((; ?6) 13 8 5.6
© 0, = (85,55) 15 .Dl 14 8.5 5.5
®P =(905.6) E1e 15 9 56
e Q, = (10, 5.8) i SHy 16 10 5.8
o R, = (11, 6.4) L 1—1#1&.':1“9,5’1 0,.R3Ty U, 17 11 6.4
®S = (115, 6.5) \&E 18 | 11.5 6.5
oT = (12, 6.4) LABx, 19 | 12 6.4
e U =(13,5.2) 0 2 4 6 8 10 12 14 16 8 20 13 5.2
oV, =(14,3.5) 5 21 14 3.5
ez Ge1n 22 15 22
= ) -1o 23 16 1.3
Zu b)

>  Nullstelle(f(x))
~ {x= —2.83432,x = 17.47505}

Die Nullstellen sind fur Schulerinnen und Schuler
ohne CAS nicht berechenbar.

Zu c¢) und d)

Zeilen 3 - 4: Die Koordinaten der relativen Extrem-
punkte des Graphen kénnen mit dem CAS be-
rechnet werden. Die Plausibilitdt der Ergebnisse
kann an der Kurve Gberprift werden. il

3 Lose(f'(x)=0)
~ {x= —1.40523,x = 8.57296, x = 11.48192}

f{-1.405231910068,8.572959084142,11.48191623589})
~ {44.82695,5.46031,6.42398}

Zu e) und f)

Der Schluss von der Anderungsrate auf die Ge-
samtanderung einer GroBe kann hier besprochen,
bearbeitet bzw. gelibt werden. Die Bestimmung

5 | Integral(f(x),0,17.48)
~ 123.01928
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2 Einsatz von CAS im Themengebiet Analysis

der Stammfunktion und die Berechnung des be-
stimmte Integrals zur Bestimmung der Korper-
gréBe Ubernimmt das CAS.

Geht man von einer GeburtsgréBe von 50 cm aus,
erhélt man eine Korperldnge von 173 cm. Die
DurchschnittsgroBe von deutschen Frauen wird
mit 168 cm angegeben.

Aufgabe 8: Optimierungsproblem - Die optimale Schachtel

Aus einem 40 cm langen und 20 c¢m breiten Karton soll durch Herausschneiden von 6 Quadraten eine Schachtel herge-
stellt werden, deren Deckel auf drei Seiten Uberlappt.

Graphik: Andreas Schober

Untersuchen Sie, wie groB die Quadrate gewahlt werden mussen, damit in der Schachtel méglichst viel Platz ist, also

das Volumen maoglichst groB ist.

Stellen Sie dazu das Volumen der Schachtel in Abhangigkeit der Quadratseitenlange x dar und zeichnen Sie den Gra-
phen dieser Funktion mit dem CAS. Lesen Sie aus der Zeichnung bzw. einer Wertetabelle einen Wert fir x ab, fur den
das Volumen der Schachtel seinen maximalen Wert anzunehmen scheint.

Welche AuBenmale hat so eine ,optimale” Schachtel?

Zielsetzung Bestimmung einer Zielfunktion, Optimierung
Voraussetzung Bestimmung von Extrempunkten, Kurvendiskussion

Anregung: Die Aufgabe eignet auch als Einfihrungsbeispiel in die Differenzialrechnung in der Jahrgangsstufe 11,
wenn auf die exakte Bestimmung der Werte zunachst verzichtet wird.

Computeralgebrasysteme (CAS) im Mathematikunterricht an der Beruflichen Oberschule



Hinweise zur Bearbeitung

Das Maximum befindet sich zwischen den Stel-
len x=3 und x =4 . Die Tabelle kann zwischen
den beiden Werten verfeinert werden, um sich
genauer an die Extremstelle heranzutasten. Die
grafische Bestimmung des maximalen Volu-
mens eignet sich dann besonders, wenn die
Aufgabe der Differenzialrechnung vorangestellt
wird.

Zeilen 5 - 10: Eine kritische Betrachtung der
Problemstellung schlieBt einen Teil der berech-
neten Losungen aus.

2 Einsatz von CAS im Themengebiet Analysis

I(x):=20-1.5x
1 3
- I(x) := =15 x + 20
2 b(x):=-2x+20
- b(x) := —2x+4+20
3 h(x):=x
- h(x) := x
4 VOO:=lb*h
® - V(x) := 3x>—70x%+400 x
y A B
1 -1 -473
600 2 0 0
3 1 333
55 4 2 544
5 3 651
6 3.1 656.67
200 7 3.2 661.5
8 3.3  665.51
a9 3.4 668.71
b -2 0 2 4 6 8 1\\1yl4 16 10 3.5 671.13
il 3.6 672.77
-20 12 3.7 673.66
13 3.8 673.82
Ledlo 14 3.9 673.26
15 4 672
Gy 16 5 625
-600 17 6 528
V(x):=*b*h

4
® - V(x) := 3x>—70x*+400 x

Lose(V'(x)=0)
o {x_ —10vI3+70 10 \/13+70}

9 X 9

6 |55

~ {x=3.77,x = 11.78}
, 155)

~ {~1.5x+20 = 14.34, ~1.5 x + 20 = 2.32}
g b(ss)

~ {~2x+20=12.46,—2 x+ 20 = —3.57}
o h(ss)

~ {x=3.77,x=11.78}
1o V59)

~ {3 x> — 70 x> + 400 x = 673.84,3 x> — 70 x> + 400 x = —97.71}
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Aufgabe 8: Biegung einer Holzlatte

Eine Holzlatte biegt sich durch, wenn man sie an ihren Enden auf zwei Lager P und Q mit dem Abstand |W)| =d (inm)

legt. Die Durchbiegung in Meter lasst sich an der Stelle x (in Meter) mit by(x) =-0,001- (x* —2dx® +d?x), mit 0<x<d
beschreiben.

Bestimmen Sie, wie gro3 der Abstand d hochstens sein darf, damit die maximale Durchbiegung héchstens 0,2 m be-
tragt.

Zielsetzung Extremwertaufgabe, eher offen gestaltet, Losungsstrategie Gberlegen

Voraussetzung Differenzialrechnung, Umgang mit Parameter

Hinweise zur Bearbeitung » Algebra &

Zunachst kénnen sich die Schilerinnen und Funktion

Schiiler mit dem CAS den Sachverhalt anhand o f(x) = —0.001 (x'-2-63x’+6.3°x), (0<x<6.3)
des Graphen der.Funktion klarmachen. Dabei er- ’b inm d=6.3

kunden sie den Einfluss des Parameterwertes auf 2 d o— *

die vorhandene Durchbiegung. Die Funktion
sollte anfangs im ,Algebra-Fenster” definiert

werden. t
P Q. xinm
1 0 2 3 4 6 7
Cp
Zeile 1: Um einen Konflikt mit dem bereits im 9(x):=-0.001 (x* - 2a x* + a’ x)
Schieberegler definierten Parameter d zu vermei- 1 1 3 3 4
den, muss der Variablenwert d gelscht oder ein - g(x) = — 1000 (—2ax’+a’ x+xF)

neuer Parameter eingefihrt werden.
Lose(g'(x)=0)

Zeilen 2 - 3: Die maximale Durchbiegung kann in 2
Abhangigkeit von d (bzw. a) als relatives Mini- = dx= 1 5 — ﬁ la|,x = 1 AL X = 1 a+ é la
mum der Funktion im Definitionsbereich be- 2 2 ’ 2 2 2
stimmt werden.
. B} . . g(a/2)
Zeilen 4 - 5: Lésung einer Ungleichung 3 1
o T a4
3200 °
; Lose(-1/3200%ar4>-0.2,a)
- {—2\/440<a<2\/440}
5 $4

~ {—5.0297 < a < 5.0297}




Aufgabe 9: Abiturpriifung 2018, Gymnasium Bayern mit CAS, B A2, Aufgabe 2

Diabetespatientinnen und -patienten haben die Moglichkeit, mithilfe Zog__
sog. CGM-Gerate ihren Glukosewert, d. h. den Anteil der Glukose im
Blut, standig zu messen. Die gegebene Funktion f beschreibt fur 1601

0<x <240 modellhaft die Entwicklung des Glukosewerts eines Pati-

enten. Dabei ist x die seit Beobachtungsbeginn (x=0) vergangene 20T
Zeit in Minuten und der Funktionswert von f der Glukosewert in Milli- 80+
. m
gramm pro Deziliter (T?) : 401
1 4 13 8 + + + + + + X
fix ——=x* 3 2 Ol 40 80 | 120 160 200 240

+——X ———x"+—=x+140
10° 9375 250 5

Die Abbildung zeigt den Graphen von f im betrachteten Bereich.

a) Hohe Glukosewerte tber ldngere Zeit gelten als Risikofaktor. Ermitteln Sie fur den betrachteten Zeitraum, wie lange

Glukosewerte tber 170 % gemessen wurden.

f(100) —f(20)

b) Geben Sie die Bedeutung des Werts
100-20

im Sachzusammenhang an.

¢) Ermitteln Sie fiir den betrachteten Zeitraum, wie lange die momentane Anderungsrate des Glukosewerts insgesamt
mg

zwischen —0,3 . und 0,3 dlmg pro Minute lag.

min
d) Der Mittelwert der Funktionswerte von f fir xe[a;b] kann mit dem folgenden Term berechnet werden:
1 b
— | f(x)dx
T (x)
a
Berechnen Sie fur den Zeitraum von 20 Minuten bis 100 Minuten nach Beobachtungsbeginn den Mittelwert des
Glukosewerts. Bestimmen Sie dessen prozentuale Abweichung vom Durchschnittswert derjenigen Glukosewerte,
die in diesem Zeitraum im Abstand von jeweils zehn Minuten, beginnend mit dem Zeitpunkt 20 Minuten nach

Beobachtungsbeginn, gemessen wurden.

Hinweise zur Bearbeitung

Zu a)
Die Lésung der Ungleichung f(x) > 170 wird mit f(x):=-1/10A6*xA4+4/9375xA3-13/250xA2+8/5x+140
dem CAS berechnet. 1 1 " d & T 0

= #09 := — 7500000 ¥ o375 ¥ ~ 280 ¥ 5 x 140

5 | Lose(f(x)>170)
— {169.83878 < x < 222.7665}

3 | 222.77-169.84
~ 52.93
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Zu ¢c)

Die Anderungsrate liegt mit

(25,8 -15,21) + (109,26 — 90,27) + (203,92 -
195,53) = 37,97 (min) im angegebenen Be-
reich.

Zu d)

Das CAS gibt das bestimmte Integral sowie die
Summe der Funktionswerte aus.

Maogliche Minimaldokumentation der Pruflinge:
100
1

139,
— | fx)dx——-> (i-10)
80 ZJO 9 =

~0,0018=0,18 %

o

<> f(i-10)

[
||
N

Lose(-0.3<f'(x)<0.3)
— {195.52709 < x < 203.92381,90.27346 < x < 109.25989,

a:=25.8 - 15.21 + 109.26 - 90.27 + 203.92 - 195.53
~ a:= 37.97

1/(100-20)*Integral(f(x), 20, 100)
~ 129.19467

1/9*Summe(f(10*i), i, 2, 10)
~ 129.34667

(129.3466666667-129.1946666667)/129.1946666667
~ 0.00118




2.4 Exponentialfunktionen

Die Schulerinnen und Schiler kénnen selbsténdig die Eigenschaften von Exponentialfunktionen erforschen. Grafische Dar-
stellungen und Streudiagramme erleichtern das Auffinden sachorientierter Zielfunktionen. Das Aufstellen von Funktions-
termen aus Bestimmungsgleichungen l3sst sich ohne groBen Rechenaufwand bewaltigen. Nicht befriedigende Losungen
kénnen schnell verworfen werden, ohne gréBeren Verlust von Unterrichtszeit, die eine handische algebraische Untersu-
chung des Sachverhalts oftmals mit sich bringt.

Im Zusammenhang mit den beschriebenen Vorschldgen zur Unterrichtsgestaltung kommen insbesondere folgende CAS-
Grundfertigkeiten zur Anwendung:

Term definieren

Termwert berechnen

Term vereinfachen

Wertetabelle erstellen
Streudiagramm erstellen
Regressionskurve ermitteln
Gleichung lésen

Graph zeichnen, geeigneten Anzeigebereich wahlen
Graph einer Scharfunktion darstellen
Punktdiagramm zeichnen
Tabellenkalkulation durchfthren

® & & 6 6 6 O O o 0o o

Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Aufgabe 1: Luftdruck I

Der Luftdruck P, gemessen in Hektopascal (hPa), liegt bei Normalbedingungen auf Meereshohe bei 1013 hPa. Er nimmt
mit zunehmender Hohe ab, ndmlich um 13 % pro km Héhenzunahme. Der Zusammenhang zwischen Héhe und Luft-
druck kann durch eine Exponentialfunktion beschrieben werden.

a) Bestimmen Sie eine Funktionsgleichung, die diese exponentielle Druckabnahme beschreibt und stellen Sie den Gra-
phen der Funktion in einem x-P-Diagramm (x in m, P in hPa) dar.

b) Berechnen Sie die relative prozentuale Abnahme des Luftdrucks bezlglich der Meereshéhe auf dem Dach des ,One
World Trade Centers in New York” (417 m tber NN) sowie auf dem Gipfel der Zugspitze (2962 m Gber NN).

¢) Unterhalb eines Luftdrucks von etwa 400 hPa kann der menschliche Kérper aufgrund des geringen Sauerstoffparti-
aldrucks in den Lungenblaschen nur noch bedingt Sauerstoff aus der Luft aufnehmen, fir untrainierte Menschen
besteht dann akute Lebensgefahr. Berechnen Sie, ab welcher Hohe die sog. ,Todeshéhe” beginnt.

Zielsetzung Term einer Exponentialfunktion bestimmen

Voraussetzung Kenntnisse Uber Wachstumsfunktionen
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Hinweise zur Bearbeitung p() := 1013(87 / 100)A(1 / 1000 x),0<x<20000

1 87 000X
® |- p(x) := Wenn| 0 < x<20000,1013 | —
100
P in hPa
1000
G
800 P
600
400
200
xinm
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000
Zu b) und ¢)
Zeilen 2 - 3: Die relativen prozentualen Abwei- > (1013-p(417))/1013
chungen lassen sich mit einem Befehl berech- ~ 0.06
nen. —

3 (1013-p(2962))/1013
Zeilen 4 - 5: Das hier verwendete CAS liefert ~ 0.34

zunachst keine verwertbare Losung der Glei- i - .
chung. Erst durch ,Wegdividieren” des Start- 4 L6se(1013%(87/100)A(1/1000*x)=400)

werts erscheint das korrekte Ergebnis. Bei an- ~ {x= o0 +24222385109.74 i}
deren CAS ist diese Problematik eher nicht zu : Lose((87 / 100)A(1 / 1000 x) = 400/1013)
beobachten.

~ {x=6672.36}

Aufgabe 2: Die Zahl e

Die Bank A macht einigen ausgewahlten Kunden ein Jubildumsangebot und verzinst einen (Uberschaubaren) Geldbetrag
— dieser sei hier 1 Geldeinheit (GE) genannt — zu einem Zinssatz von jahrlich 100 %.

Die Bank B mdchte das Angebot Uberbieten und verzinst diese Geldeinheit 2 mal jahrlich mit jeweils 50 %, die Bank C

gar monatlich mit jeweils % % .

a) Bestimmen Sie, wie viele Geldeinheiten die Kunden nach jeweils einem Jahr bekommen.

b) Entwickeln Sie eine Formel fur die n-fache jahrliche Verzinsung bei gleichen Zeitabschnitten nach obigem Prinzip
und stellen Sie den Wert der GE nach einem Jahr in Abhangigkeit von n grafisch dar.

¢) Entscheiden Sie, ob die Bank Gefahr lauft, sich in den Ruin zu treiben, falls Sie das Kapital allzu haufig verzinst.

Zielsetzung Definition der Eulerschen Zahl e

n
Voraussetzung sicherer Umgang mit exponentiellen Wachstumsvorgangen K(n) =K, -(1+%)
Anregung Es bietet sich hier Unterricht in Kleingruppen an.



Hinweise zur Bearbeitung
Zu a)

Klar ist bei einmaliger Verzinsung eine Geld-
menge von 2GE.

Zeilen 1 - 3: 2- bzw. 12-fache jahrliche Verzin-
sung

Mit den Schaltflichen [E1 = v lassen sich die
Werte exakt oder ndherungsweise angeben.

Zu b)

Zeile 4: Die Schulerinnen und Schiler erkennen
bei n-facher Verzinsung den Term

n
T(n) = [Hlj als ausschlaggebend zur Berech-
n

nung des Kapitals am Ende eines Jahres.

In der grafischen Darstellung lasst sich vermuten,
dass sich das Kapital bei n-facher Verzinsung
asymptotisch einer oberen Grenze anndhert.

Zeile 5: An der Asymptote, die sich mit dem CAS
durch den Befehl Asymptote(<Funktion>) be-
stimmen lasst, erkennen die Schulerinnen und
Schuler eine Annaherung von T(n) an den Wert
2,72 fur groBe n.

Zu )

Zeilen 6 - 7: Der Grenzwert flr n — oo bestatigt
rechnerisch obiges Ergebnis. Eine kontinuierliche
Verzinsung ist moglich, die Bank msste lediglich
das ,e-fache” des zu verzinsenden Kapitals aus-
bezahlen,

Die Eulersche Zahl lasst sich an dieser Stelle de-
finieren.

Aufgabe 3: Ableitung der Exponentialfunktion

1 (1+0.5)A2
~ 2.25
(1+1/12)A12
23298085122481
8916100448256
3 |$2
~ 2.61

f(x):=(1+1/x)Ax
4 1\*
o - f(x) = (1 — ;)

5 .a(x):=Asymptote(f(x))
® - a:={y=272}

G¢

X

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

6 | Grenzwert((1+1/x)AX, o)
~ 2.712

7 | Grenzwert((1+1/x)Ax, o )

— €

Betrachten Sie die Exponentialfunktion f:x —b*, mit xeR undbeR™\{1}.

a) Geben Sie einen Differenzenquotienten von f bezliglich der Stelle x =xq an.

h
, , . . . . -1 . : :
b) Zeigen Sie, dass sich der Differenzenquotient auch in der Form b*e bT darstellen lasst, wenn man die Substitu-

tion h:=x—xg durchfuhrt.
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) BekanntermaBen gilt fur die Ableitung f an der Stelle Xg:

(x) = f(xq) f(xg +h) = f(xg)
X—Xg h

— (xo) fur x > xo bzw. — (%) furh—0

Eine herausragende Eigenschaft einer Funktion ware es, wenn die Ableitungsfunktion f den gleichen Term wie
die Funktion f hatte. Untersuchen Sie grafisch und rechnerisch, ob es einen Wert fir b € R gibt, sodass gilt:

f(x) =f/(x)

d) Berechnen Sie ohne CAS die Ableitungsfunktionen von f. Uberpriifen Sie lhre Ergebnisse mit dem CAS und bespre-
chen Sie alle Unklarheiten mit lhrem Nachbarn oder Ihrer Nachbarin.

f(x) = 2 f(x) =4e™ *3

f(t)= (22 —t+10)-e' +4

Zielsetzung Diskussion der natlrlichen Exponentialfunktion mit ihren Ableitungsfunktionen

Voraussetzung Differenzenquotient, Differenzialquotient, Ableitung, Grenzverhalten

Hinweise zur Bearbeitung

f(x):=bAx
L — f(x) := b*
. df(x_0,h):=(f(x_0+h)-f(x_0))/h
2 h+4xo __ KX
= df(xo, h) := %

Zu ¢)

Bei entsprechend feiner Einstellung des Schie-
bereglers erkennen die Schilerinnen und Schuler

g(x):=(bAx-1)/x

3 b*—1
h- - g(x) ==
am Graphen von g, dass - 1firh—0,
fallsb= 2,72. Grenzwert(g(x), x, 0)
— In(b)
Anmerkung: Dass b gleich dem Ausdruck 5  Lose(Grenzwert(g(x), X, 0)=1, b)

s — {b=e}
(Hij fir n— o und damit gleich der Euler-
n
b=2
schen Zahl e ist, lasst sich durch leicht nachvoll- L e 4

ziehbare Umformungen von

h —
% — 1fir h— 0 demonstrieren:




b"—1 )
T—Hfurh—)O b=2.72
- . e
1
h=—:
n _99
1 Lt
bn —1 O
= 1firn—oo
n
- 1.
bn —1— —flirn—>o
n
1 1
b 5> 1+—flirn—> o
n
1 n
b—>(1+—) firn— o
n
Zud) Ableitung(3*xA2* e A(1/2x+1))
Zeile 6: Hier wird das CAS als Ergebniskontrolle Toig . B o5 e
eingesetzt. - 6xe? + 5 X e
Zeilen 7 - 8: Nicht nur die konkreten Ableitun- ] Ableitung(u(x)*v(x))

gen, sondern auch die allgemeinen Regeln wie . 7
Produkt- oder Kettenregel kdnnen mit dem CAS = ' (x) v(x) + v (x) u(x)

angezeigt werden. Ableitung(u(v(x)))

= Vv (x) v'(v(x))

Aufgabe 4: Einfluss von Parametern auf die Exponentialfunktion

a) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f:x+>e*, xR in ein kartesisches Koordinatensystem. Notieren Sie die
Eigenschaften von f, die lhnen wichtig erscheinen.

b) Untersuchen Sie nun den Einfluss der Parameter a,b,c,yoelR auf den Graphen der Funktion
fabicy, (X a- gbx-0) +Yg -
Beschreiben Sie dazu im Einzelnen die wesentlichen Eigenschaften der Funktionen.
f,ixa-e f x> ™ fb,c:x»—>eb("‘c) f, ;x> e +y,

©) Unter welcher Bedingung gilt: f, =, ?

Zielsetzung Erarbeitung der charakteristischen Eigenschaften der Exponentialfunktion, Einfluss verschiedener Para-

meter auf die Graphenvon f,p ., x> a.ebkx—o) +Yo. X€R, a,b,c,ygeR

Voraussetzung Kenntnis der Eulerschen Zahl, Exponentialfunktion
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Hinweise zur Bearbeitung f(x):=eAx a= 1 v
Zu a) und b) - f(x) 1= € ,2=,2 .
c=[3.3
Mithilfe mehrerer Schieberegler kann im CAS der g(x):=a* e Ab*(x-c))+y_0 ’;7 L 13
Graph der zu untersuchenden Funktion analy- - g(x) = aeb—eh) Ly &0 .
siert werden: Die Einflisse der Parameterwerte G
auf den Graphen der Exponentialfunktion wer- 3 9
den dynamisch veranschaulicht. 4 Gf X

Aufgabe 5: Laktattest

Ein Ausdauersportler trainiert unter aeroben Bedingungen, falls zum Abbau von energiereichen Kohlehydraten gen-
gend Sauerstoff in der Muskulatur vorhanden ist.

Wird das Lauftempo erhdht, missen die Kohlehydrate zunehmend ohne Sauerstoff abgebaut werden, man spricht von
der sog. anaeroben Energiegewinnung. Dabei entsteht in der Muskulatur Laktat (Milchsaure). Wird mehr Laktat gebildet
als vom Kérper abgebaut werden kann, ,, Ubersauert” und ermidet die Muskulatur und die Belastungsintensitat muss
reduziert werden.

Die Grenze zwischen der aeroben und anaeroben Energiebereitstellung nennt man anaerobe Schwelle. Hierbei hélt sich
der Aufbau und der Abbau von Laktat in der Muskulatur in etwa die Waage.

Mit einem Laktattest kann die Ausdauerleistungsfahigkeit eines Sportlers bestimmt werden. Hierbei wird wahrend einer
steigenden Belastung (z. B. Geschwindigkeit auf dem Laufband) fortwahrend die Laktatkonzentration (in Millimol pro
Liter) im Blut gemessen. Je hoher die Laufgeschwindigkeit ist, bei der die anaerobe Schwelle erreicht wird, desto besser
ist der Trainingszustand des Sportlers. Nach einem géngigen Modell nach A. Mader liegt die anaerobe Schwelle bei einer

Laktatkonzentration von 4,0 mmo| Blut.

Bei einem Sportler wird nun der Laktattest am Anfang und am Ende einer Trainingsperiode von 3 Monaten durchgefthrt.
Aus den Messwerten zu Anfang der Periode ergibt sich eine Laktatkurve, die ndherungsweise durch den Graphen der

Funktion f:x > 0,27-e"™"+1,35 , mit 1,5<x<4,5 dargestellt werden kann, wobei die Werte von x Geschwindigkeiten

in der Einheit m darstellen.
S

Am Ende der Trainingsperiode werden folgende Messwerte ermittelt:

Laufbandgeschwindigkeit in m
s

mmol 1,45 1,65 2,25 4,04 9,44 25,65

Laktatkonzentration in

a) Berechnen Sie, bei welcher Laufbandgeschwindigkeit die anaerobe Schwelle zu Anfang der Trainingsperiode erreicht

wird.

Haufig verschiebt sich die Leistungskurve durch bestandiges Training entlang der Geschwindigkeitsachse nach
rechts, wie auch bei unserem Sportler. Bestatigen Sie dies exemplarisch anhand obiger Messwerte, geben Sie eine
Gleichung einer Funktion an, welche naherungsweise die Laktatkurve am Ende der Trainingsperiode als Graphen
hat, und machen Sie eine Aussage hinsichtlich des erreichten Trainingszustandes.



o) Vergleichen Sie die Anderungsraten der Laktatkonzentration vor und nach der Trainingsperiode bei einer Laufband-

geschwindigkeit von 4,0m und interpretieren Sie die Ergebnisse im Sachzusammenhang.
s

d) Nach einem Modell des Sportwissenschaftlers G. Simon lasst sich die anaerobe Schwelle als Laktatkonzentration bei

derjenigen Geschwindigkeit, bei der die Laktatkurve eine Anderungsrate von 1,0

mmol-h

aufweist, ermitteln. Vo-
[-km

raussetzung hierfur ist allerdings, dass die Einheit der Geschwindigkeit zu kTm gewahlt wird. Bestimmen Sie damit

die individuelle anaerobe Schwelle des Sportlers nach der Trainingsperiode.

Zielsetzung

Voraussetzung

Hinweise zur Bearbeitung
Zu a)

Mit dem CAS lasst sich sowohl die Funktion defi-
nieren als auch der Definitionsbereich leicht ein-
schranken.

Zu b)

Zeilen 3 - 6: Durch den Vergleich verschiedener
Wertepaare kann eine Verschiebung des Funkti-
onsgraphen um zwei Einheiten nach rechts ver-
mutet werden.

Zeile 7: Ein passender Funktionsterm wird mit dem
CAS ermittelt.

Zeile 8: Die Losung der Gleichung g(x) = 4 lasst auf
eine Verbesserung des Trainingszustandes schlie-
Ben.

167 aktatkonzentration in mmol/I|

14
12
10

8

N Gf (Anfang)
2
G (Ende) indiakeit i
g {tnae Laufgeschwindigkeit in m/s
0 1 2 3 4 5 6 7

1

Modellierung, Verschiebung von Funktionsgraphen, Begriff Anderungsrate im Sachzusammenhang

natdrliche Exponentialfunktion, Grundlagen der Differenzialrechnung

f(x):=0.27* e A(1.1x-1)+1.35,1.5<x<4.5
9 27

27700 "t

~ f(x) := Wenn <§ <x<

27
2 - 20

Lose(0.27* e A(1.1x-1)+1.35=4,x)
~ {x=2.99}

f(2)

~ 2.25

f(3)
~ 4.04

f(4)

~ 9.44

£(5)

=7

. g(x):=0.27* e A(1.1(x-2)-1)+1.35,1.5<x<7

~N

27

3
— g(x) := Wenn <§ <x<T, 100 en(x-2)-1

L2
20

(e}

Lose(0.27* e A(1.1(x-2)-1)+1.35=4)
~ {x=4.99}
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Zu )

Die Anderungsraten werden mit dem CAS berech-
net. Moéchte man den Term der Ableitungsfunk-
tion nicht angezeigt haben, reicht fur die Ande-
rungsrate auch der Befehl f'(4) bzw. ¢'(4).

Zud)

Die Anderung der Abszisseneinheit in kTm veran-

dert die Steigung des Graphen. Hier erkennen die
Schulerinnen und Schiler auch den Einfluss des
Parameters b im Exponenten einer Funktion der

Form x> a-e™ +c.

Laktatkonzentration in mmol/|

C‘f (Anfang)
2 Gg (Ende)

G .
h (Ende) in km/h Laufgeschwindigkeit in km/h.
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Aufgabe 6: Zerfall von Radon, Funktionstyp f:x—a-e

Die Masse einer Probe des radioaktiven Stoffes Radon 220 wird in einem Versuch alle 60 Sekunden ermittelt. Man er-

halt dabei folgende Messwerte:

~ h(x) := 0.27 332 1 1.35

f'(x):=Ableitung(f(x))

9
L 3 9 207

~ f'(x) = Wenn<§§x§§,m emw >
10 f4)

~ 8.9

g'(x):=Ableitung(g(x))
11

~ g'(x) := Wenn <§ <x<T7, % e§é(xz)1>
12 94

~ 0.99
13 h(x):=0.27* e A(1.1(x/3.6-2)-1)+1.35

14 h'(x):=Ableitung(h(x))
~ hl(x) :— 0.08 e0.31x—3.2

15 L6se(0.08eA(0.31x - 3.2)=1)
~ {x=18.47}

16| h(18,47)
=~ 4.04

bx

Zeittins ‘ 0 ‘ 60 ‘ 120 ‘ 180 ‘ 240 ‘ 300
Masse m in mg ‘ 500 ‘ 234 ‘ 110,1 ‘ 51,7 ‘ 24,2 ‘ 11,4
a) Prifen Sie, ob es sich um einen exponentiellen Zerfall handelt. Ermitteln Sie den Term der Zerfallsfunktion.

b)

Die Halbwertszeit gibt an, in welchem Zeitraum sich die Masse der Probe halbiert. Berechnen Sie diese Zeitdauer.



¢) Bestimmen Sie die Zeitdauer ab Beobachtungsbeginn (t; =0) bis nur noch 1,0 % der urspriinglichen Masse der

Radonprobe vorhanden ist.

d) Ermitteln Sie mit dem CAS eine Regressionskurve mittels der Tabellenwerte. Stimmt der Graph Ihrer in a) ermittelten
Zerfallsfunktion mit der Regressionskurve des CAS Uberein?

Zielsetzung

Voraussetzung Grundlagen der Exponentialfunktion

Hinweise zur Bearbeitung
Zu a), b) und ¢c)

Zeile 1: Die Quotienten zweier aufeinanderfolgen-
der Messdaten stimmen im Wesentlichen Gberein.
Das lasst den Schluss auf einen exponentiellen Ab-
klingvorgang zu.

Zeilen 2 - 4: Die Gleichung einer Exponentialfunk-
tion wird aus zwei Bestimmungsgleichungen mit
dem CAS erzeugt.

Praktischer Tipp: Mit dem Befehl Ersetze(<Aus-
druck>, <Substitutionsliste>) lassen sich die Ergeb-
nisse des Gleichungssystems in den Funktionsterm
Ubertragen.

Zu d)

Die Schulerinnen und Schiler kénnen ihre Ergeb-
nisse mit der vom CAS erzeugten Regressions-
kurve vergleichen. Geringere Abweichungen von
den gefundenen Lésungen lassen Raum fiir Dis-
kussionen.

Zeilen 7 - 8: Alternativ liefert der Befehl
trendexp(<Liste von Punkten>) eine Regressions-
kurve der Form x i a-e®™ , bzw.
trendexp2(<Liste von Punkten>) der Form

X a-c®, ceRY.

Bestimmung einer Exponentialfunktion aus gegebenen Daten

{234/500,110.1/234,51.7/110.1,24.2/51.7,11.4/24.4}
~ {0.468,0.47051,0.46957,0.46809, 0.46721}

| ft):=a* e Alb*t)

- f(t) := ae™

Lose({f(0)=500, f(120)=110.1},{a,b}

1 1101

13 |

14

15

16

==

g(t):=Ersetze(f(t),{a = 500, b = 1 / 120 In(1101 / 5000)})
— g(t) := 500 et (5m)

Lése(g())=250)

~ {t =54.96736}

| Lose(g(t)=5)

~ {t=365.19526}

A | B || streudiaaramm B B0
0 500 y. py.pg
60 234
120 110.1 500
180 51.7
240 24.2 400
300 114 544
200
100
0 50 100 150 200 250 300 35
X: Al:A6
Regressionsmodell
Keines B y=499.3705 ¢ 1%

Berechne symbolisch: x =

7 TrendExp(L_1)

~ 499.37046 e~ 012

8 TrendExp2(L_1)

~ 499.37046 - 0.98748"
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Aufgabe 7: Abkiihlvorgang, Funktionstyp f: x> a+b-e™

In eine Tasse wird 80 °C heiBer Tee eingefullt. Der Tee kuhlt in der Tasse bei einer Raumtemperatur von 20 °C ab. Die
nachfolgende Tabelle enthalt Messwerte hierzu:

Zeit t in min 0

Temperatur T in

oC 80 58 44 36 30 26 24

a) Stellen Sie den Zusammenhang zwischen Zeit und Temperatur mit dem CAS tabellarisch und grafisch dar.

b) Begriinden Sie, warum die Funktion g:t+> b-e® den Abkiihlvorgang nicht treffend beschreiben kann.
¢) Entwickeln Sie den Term einer Funktion f mit der Gleichung f(t) =a+ b-e, mit der der Abkuhlvorgang naherungs-
weise dargestellt werden kann.

d) Zu welchem Zeitpunkt hat der Tee eine Temperatur von 37 °C?

Zielsetzung Auswertung von Messreihen, experimentelles Arbeiten

Voraussetzung Umgang mit dem Funktionstyp x — b-e%

Anregung Die Schulerinnen und Schuler kbnnen die Temperatur auch eigenstandig messen, falls entsprechende
Thermometer zur Verfligung stehen.

Hinweise zur Bearbeitung

Zu a) und b)

Nachdem die Punkte in der Grafik dargestellt sind, erkennen die Schilerinnen und Schler, dass sich die Funktion g nicht
asymptotisch an die Umgebungstemperatur 20 °C anpasst. Das Verhalten der Funktionswerte von g fir t — oo und c<0

bestatigen dies.

» Algebra X~ Tabelle X » Grafik X
Funktion S [FIKI[ENEE
® h(x) = 80 e Ok Al B
Liste 1 0 80
oL ={080),(358),(6,44 2 | 3 58
Punkt 3 6 44
® A = (0, 80) 4 9 36
® C = (6, 44)
D =(9,36) o 15| 26
® E = (12, 30) 7 18 24
® F = (15, 26) 8 | A
e G = (18, 24) 9 50 5°
10
Zu ¢) und d)

Ist die Asymptote a: y =20 erkannt, reicht es, ein (2,2)-Gleichungssystem vom CAS I6sen zu lassen. Am Graph erkennt
man in Verbindung mit den Listenpunkten die Qualitdt der berechneten Funktion.



» CAS = X » Grafik X
f(t):=20+b* e A(c*t) sof
o - f(t) := be*+20 70
' Lse((f(0)=80, f(18)=24},{b,c}) 50
’ b =60 L s 0
= {{p=s0e= g mas ] s
: | g():=Ersetze(f(t), {b = 60, c = (-1) / 18 In| 30
® - g(t) := 60 e 6t"(15) 1 20 20
4 9(4) 10
- —2In(15 !
| 60e > ( ) + 20 0 5 10 15 20 25 30 35 40
5 | Lose(g()=37) -10
~ {t=18.38) 220

Aufgabe 8: Fallschirmsprung

Eine Fallschirmspringerin springt aus einem Hubschrauber und 6ffnet zum Zeitpunkt ty =0 bei der Geschwindigkeit v

ihren Fallschirm. Bei relativ kleinen Geschwindigkeiten darf man annehmen, dass die Luftwiderstandskraft R zur Fallge-
schwindigkeit v proportional ist, also R ~ v, das heiBt R = kv, k > 0 ist der Reibungsfaktor.

a) Die Gleichung m-v(t)=m-g—k-v(t) ist eine Bewegungsgleichung dieses Problems, wobei m die Masse der Springe-
rin samt Ausrdstung und g=9,8 mz die Erdbeschleunigung ist. Eine Gleichung dieser Form heiBt lineare Differenzi-
S

algleichung. Die Funktion v ist Losung dieser Differenzialgleichung. Erlautern Sie die Plausibilitat dieser Gleichung.

k
— "t —ii
b) Zeigen Sie, dass die Funktion v mit der Gleichung v(t):%{ke m ]+v0e m  Losung der Differenzialgleichung

ist.
c) Erklaren Sie, von welchen GroBen es abhangt, damit die Springerin moglichst verletzungsfrei landen kann.
d) Die Springerin erreicht bei einem Gesamtgewicht von 68 kg eine ,Landegeschwindigkeit” v, =5,0 M Berechnen
s
Sie den Wert des Reibungsfaktors k. Welche Beschleunigung erfahrt die Springerin 1,0 s nach Offnen des Schirms,

falls sie ihn mit vy =20 M bzw. vg=2,0 D ffnet? Interpretieren Sie die unterschiedlichen Ergebnisse.
s s

e) Die Springerin 6ffnet den Fallschirm bei einer Fallgeschwindigkeit von v, =20 ™" und landet 1 Minute spater am
s

Boden. Berechnen Sie, in welcher Hohe sie die ReiBleine gezogen hat.

Zielsetzung Modellierungsschritte durchfuhren, Kontakt mit einer Differenzialgleichung (DGL)

Voraussetzung Zusammenhang: 5(t) = v(t) = a(t), Integralrechnung

Anregung Die Teilaufgabe e) kann auch als Einfuhrung in die Integralrechnung dienen, betrachtet man v(t) als die
Anderungsrate von s(t). Die Durchfiihrung der Aufgabe eignet sich als Gruppenarbeit. Sollte die DGL
schrittweise geldst werden, ist sicherlich eine enge Fihrung durch die Lehrkraft sinnvoll bzw. interessierte
Schulerinnen oder Schiiler stellen die Lésung im Rahmen eines Referates vor.
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Hinweise zur Bearbeitung
Zu b)

Zeilen 1 - 3: Dass die gegebene Funktion Lésung
der DGL ist, kdnnen die Schilerinnen und Schi-
ler leicht Gberpriifen, indem sie den Term der Ab-
leitungsfunktion von v mit m multiplizieren und
mit mg — kv(t) vergleichen. Manche CAS bestati-
gen auch die Gleichheit einer Gleichung mit
Ltrue” bzw. , wahr”.

Zu c)

Zeile 4: Das hier verwendete CAS l3sst es nicht
zu, die Parameterwerte ausschlieBlich positiv zu
wahlen. Somit muss der Grenzwert fir x — o
.handisch” errechnet werden. Alternativ kénn-
ten die Parameterwerte mithilfe von Absolutbe-
tragen auf den positiven Bereich beschrankt wer-
den. Mit anderen CAS kann der gewinschte
Grenzwert mit den Einschrankungen
m>0,v(t)>0 und k>0 berechnet werden.

Zu d)

Die Ableitungsfunktion lasst sich mit den ge-
wdhlten Parameterwerten berechnen und defi-
nieren. Die unterschiedlichen Vorzeichen der Be-
schleunigung kénnen anhand der Graphen der
Geschwindigkeitsfunktion erlautert werden.

Anmerkung: Damit mit den Parametern k,m, v

weiter symbolisch gerechnet werden kann, ist es
ratsam, die Graphen in einem neuen Fenster
zeichnen zu lassen.

10 V(O

v(t):=(9.8*m)/k*(1- e A(-k/m*t))+v_0* e A(-k/m*t)

et 49 —eka41
= v(t) :=vye km+? m——
m*v'(t)
— ? me*m —k Vo e km
m*9.8-k*v(t,k,m,v_0)
- 45—9 m e *m —k Vo e km

Grenzwert(v(t), t, o)

- ?

v_oo(m, k) ;=49 /5m/ k
49 m

= Voo(m, k) := 5k

| Lése(v_oo(68,k)=5 k)

3332
~* {"— T}

| w(t,v_0):=Ersetze( v(t), k=3332/25,m=68)

- w(t,vg) := —5 e Bt fvge B+ 5

w'(t,v_0):=Ableitung(w(t, v_0),t)

- w’(t,vo) — 4?9 e—%t_ % Vo e_g_gt
w'(1,20)
~ —4.14
10 W(l,2)
~ 0.83

v, =2
2 GVO=2 AN
t
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4
Zu e)

An dieser Stelle kénnte der Ubergang zur Integ-
ralrechnung gelingen, betrachtet man die Ge-
schwindigkeit als Anderungsrate des Ortes.

11| Integral(w(t, 20), 0,60)

~ 307.65



2.5 Integralrechnung

Auch in der Integralrechnung kann ein CAS Sachzusammenhdnge anschaulich dynamisch darstellen. Umfangreiche algeb-
raische Berechnungen werden vom CAS Gbernommen, fur die wichtigen mathematischen Zusammenhéange bleibt mehr
Raum. Zudem konnen bei der Berechnung bestimmter Integrale oder bei der Bestimmung von Termen von Stammfunkti-
onen handisch erzielte Ergebnisse mithilfe des CAS kontrolliert werden, wodurch sich vielféltige Moglichkeiten zu selb-
standig entdeckendem Lernen ergeben.

Als moglichen Einstieg in die Integralrechnung bietet sich der klassische Weg tber Unter- und Obersummen an (siehe
Aufgabe 1). Hier liegt der besondere Nutzen des Einsatzes eines CAS weniger in der Herleitung des Verfahrens, als vielmehr
in der Verarbeitung komplexer Terme, welche gerade bei leistungsschwacheren Schiilerinnen und Schiilern das Verstandnis
fur das eigentliche Verfahren erschweren.

Grundlegende CAS-Befehle

Unbestimmtes Integral Integral(xA3)

Zeilen 1 - 3: Die Terme von Stammfunktionen 1 1
bzw. unbestimmte Integrale kénnen mithilfe ei- - 2 X't
nes CAS direkt erzeugt werden.

Integral(a* e A(2x), X)

2 ae” +cy
Integral(a* e A(2x), a)
3 1 2 _2x

—'Eae +c3

Bestimmtes Integral 4 | Integral(4xA3-4x, 2, 5)

Zeilen 4 - 5: feste oder variable Integrationsgren- — 567

zen sind moglich o
Integral(2xA2+Xx, X, 6, b)

Zeilen 6 - 8: Manchmal kann es notwendig sein, 5 1

ein bestimmtes Integral gezielt mithilfe eines N&- % (4 b>+3 b?) — 162
herungsverfahrens zu bestimmen (beim hier ver-
wendeten CAS per Befehl Nintegral(...) oder mit
der = -Schaltflache), insbesondere dann, wenn
das CAS kein exaktes Ergebnis ermitteln kann.

. h(x):=xA2-x-1

- h(x) := x®*—x—1

[ ()]

7 | Integral(sqrt(1+(h(x))A2), x, 0, 1)

- 7

8 | NiIntegral(sqrt(1+(h(x))A2), x, 0, 1)
- 1.54

Integral(sqrt(1+(h(x))A2), x, 0, 1)
~ 1.54

O
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Hinweis: Nutzt man beim hier verwendeten CAS ~ » Algebra * » Grafik ~
alternativ das Algebra-Fenster in Verbindung mit Funktion 77;:24 y

dem Grafikfenster, so lasst sich das bestimmte ® f(x) = X

Integral auch als Flachenbilanz visualisieren und Zahl -0.27

bei Bedarf, wie nebenstehend dargestellt, mit- ® a, = -0.27 ”
hilfe zweier Schieberegler (oder alternativ z. B. ®o0=1 05 1 15 2

mithilfe zweier auf dem Graphen befindlicher ®u=-12
Punkte, deren x-Koordinaten als obere bzw. un-
tere Schranke verwendet werden) dynamisch un-

tersuchen.
Unter- bzw. Obersumme » CAS Xy Grafik X
CAS eignen sich im Bereich der Einfihrung in die 1 f(x) :=1/8x? y

6

Integralrechnung gut, um Konzepte, wie z. B.
das der Unter- bzw. Obersummen, dynamisch
(bei Bedarf unterstutzt durch einen Schiebereg- .

ler) zu visualisieren. Dabei lasst sich das CAS auch gl 2:=Untersumme(f(x), 0, 6, 10)
zur Berechnung einzelner Naherungswerte und ~ ® — a=1.7

zur Veranschaulichung der Grenzwertbildung 3 | b:=0Obersumme(f(x),0,6,10)
einsetzen. Nebenstehendes Bild verdeutlicht dies — b:=10.39

exemplarisch, wobei die grafische Darstellung
von ,b" ausgeblendet ist (per Klick auf den But-
ton unterhalb der Zeilennummer 3 kann diese
angezeigt werden).

® - f(x) ::%x2

Vorschldage zur Unterrichtsgestaltung

Aufgabe 1: Einfiilhrung bestimmtes Integral, Streifenmethode

Gegeben sei die Funktion f:x xz, x >0 . Bestimmt werden soll der Flacheninhalt des Flachenstticks, welches vom
Funktionsgraphen, der x-Achse und der senkrechten Geraden mit der Gleichung x = b eingeschlossen wird.

a) Stellen Sie die Ober- und Untersumme (Ss und ss ) tber [0;5] grafisch dar.

b) Bestdtigen Sie die Werte der Obersummen S; =55 und S;5=48,125 sowie der Untersummen sz =30 und
S0 = 35,625 uber [0;5] , indem Sie die MaBzahlen der Flacheninhalte der einzelnen Rechtecke aufsummieren.

c) Leiten Sie nun eine allgemeine Formel fur S, und's,, jeweils tber [0;5] und tUber [0;b] fir n Rechtecke her.

d) Berechnen Sie schlieBlich mithilfe von S, und's, die exakte MaBzahl| des Flacheninhalts des Flachenstiicks, welches

vom Funktionsgraphen, der x-Achse und den Geraden mit den Gleichungen x = 0 und x = 5 bzw. x = b eingeschlos-
sen wird.

Zielsetzung Bestimmung der MaBzahl des Flacheninhalts eines Flachenstticks, welches vom Graphen einer Funktion,
der x-Achse und einer senkrechten Geraden eingeschlossen wird. Die klassische Methode der Annahe-
rung durch Rechteckflachen kann mit dem Computeralgebrasystem durchgefiihrt werden. Dabei hilft
eine Visualisierung der Ober- und Untersumme den Schilerinnen und Schilern bei der eigenstandigen
Erarbeitung des Sachverhalts weiter.

Voraussetzung: Die Schiler kennen bereits die Begriffe Obersumme und Untersumme. Die Definition des bestimmten
Integrals wurde bereits im Unterricht erarbeitet:



n—1 b n b
fx)-ax = [f0)dx bzw. " f(x;)-ax —[f(x)dx, jeweils fir n— oo
i=0 a i=1 a
Anregung Die Bearbeitung der Aufgabe kann in Gruppenarbeit erledigt werden. Interessierte Schulerinnen und
Schuler kdnnten den Sachverhalt ihren Mitschilerinnen und Mitschilern auch im Rahmen eines Referats
vorstellen.

Hinweise zur Bearbeitung

Zu a)

Die Ober- und Untersumme lasst sich mit dem CAS darstellen. Die Anzahl der Rechtecke kann variabel mithilfe eines Schie-
bereglers eingestellt werden. So lasst sich die Naherung an die zu untersuchende Flache Uberzeugend visualisieren:

22 n=18 J;L MLOEES 26y ]
20 N T I L o — f(X) — X2 24
. / 2 | a:=Untersumme(f,0,5,5) 22
t //_ ® - a:=30 20
16 / 3 | b:=Obersumme(f,0,5,5) 18
il ® - b:=55
14 JJ‘ — 16
— 4
12 / 14
/ 12
10
W 10
8
6
Gs
4
2
X.
2 -1 0 1 2 3 4 5 6 4 8
5 -2
Zu b)
Zeile 1: Definition der Funktion i f(x):=xA2
Zeilen 2 - 7: Durch das Aufsummieren der ® - f(x) := x2
Rechteckflachen wird der Wert der Ober- bzw. :
Untersumme bestéatigt. Hier lasst sich auch die 2 | us5:=f(0)+f(1)+f(2)+f(3)+f(4)
abkirzende Summenschreibweise erlautern = ush := 30
und die Eingabe fur das CAS nachvollziehen. 3 Summe(f(, i, 0, 4)
4 . . . - 30
Der Ausdruck D () lasst sich mit dem hier
i=0 us10:=Summe(1/2*f(i/2), i, 0, 9)
verwendeten CAS mit dem Befehl 4 285
Summe(<Ausdrucks,<Variable>,<Startwert>, — usl0 := 5
<Endwert>) berechnen. _—
0S5:=f(1)+f(2)+f(3)+f(4)+f(5
Andere Computeralgebrasysteme bieten zur > DHGHDFEDFIO)
Berechnung von Summenwerten den Befehl 777_* 0S5 := 55
[ 0 6 Summe(f(), i, 1, 5)
an.
2. (L) ~ 55

U=

7 | 0S10:=Summe(1/2*f(i/2), i, 1, 10)
~ 0S10 := 48.13
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Zu ¢)

Zeilen 8 - 11: Mit dem CAS kann

iiz_ n-(n+1-(2n+1)

i=1 6

einfach berechnet werden. An dieser Stelle
zeigt sich der Vorteil des CAS in der Verarbei-
tung schwieriger Terme.

Zu d)

Mit dem CAS lasst sich Uberprifen, ob die
Grenzwerte der Untersumme und Obersumme
fir n — o Ubereinstimmen.

sn:=Summe(5/n*f(5*i/n), i, 0, n-1)

8 15 15 125
TeE Tttty
Sn:=Summe(5/n*f(5*%i/n), i, 1, n)

g 125 125 q95
- o 2 e 0 g Z T

Bn &= n + n2 + 3
sn_b:=bA3/nA3*Summe(f(i), i, 0, n-1)
1 1 1
- = snp = b3. 3 n3_§3n2+6 n
n

11

s

Sn_b:=bA3/nA3*Summe(f(i), i, 1, n)

1.3 1 2 1
N+ sn"+:n
—’Snb:=b3-3 2 B

n3

Grenzwert(sn, n, o)

s
3

. Grenzwert(Sn, n, )

L1
3

14

Integral(f(x), 0, 5)
|18
3

15

16

Grenzwert(sn_b, n, )

—»1b3

. Grenzwert(Sn_b, n, o)

_,lbf*

17

Aufgabe 2: Von der Anderungsrate zum Bestand

Integral(f(x), 0, b)
1

- = b3

Ein Auto beschleunigt zum Zeitpunkt t; =0 aus dem Stillstand heraus konstant auf die maximale Geschwindigkeit

V= 80k—m . Diese wird zum Zeitpunkt t; =12s erreicht. AnschlieBend bremst das Auto konstant, bis es 20 Sekunden

nach dem Start wieder zum Stillstand kommt. Die Geschwindigkeit des Autos in Abhangigkeit von der Zeit lasst sich
durch den Graphen einer ganzrationalen Funktion 5. Grades darstellen.

a) Bestimmen Sie aus den gegebenen Daten die Funktion v, mit der die Geschwindigkeit des Autos in Abhangigkeit

von der Zeit in der Einheit ! beschrieben wird. Stellen Sie den zeitlichen Verlauf der Geschwindigkeit grafisch dar.
s

b)  Zu welchem Zeitpunkt erféhrt das Auto die maximale Beschleunigung bzw. bremst es am starksten ab?



)  Berechnen Sie, welche Wegstrecke es wahrend der 20 Sekunden zurlcklegt.

d) Berechnen Sie die Wegstrecke, welche das Auto bis zur Einleitung des Bremsvorgangs und welche Wegstrecke es
wahrend des Bremsvorgangs zuricklegt.

Zielsetzung Aus der Anderungsrate wird die Gesamtdnderung bestimmt.
Voraussetzung Aufstellen von Funktionstermen, Anderungsrate, physikalische Grundkenntnisse der Kinematik

Anregung Die Aufgabe kann als Einstieg in die Integralrechnung dienen. Die Schulerinnen und Schiler werden
schnell erkennen, dass man eine ,Aufleitung” der Geschwindigkeitsfunktion braucht, um den zurtick-
gelegten Weg zu berechnen.

Hinweise zur Bearbeitung
Zu a)

Die Aufgabe dient zur Anwendung bereits erworbener Fertigkeiten: Aufstellen von Funktionstermen und grafische Dar-
stellung von Funktionen mit eingeschranktem Definitionsbereich.

V(X):=a*XA5 +b*XA4 +C*XA3+d*XA2 +e*X+g V(X)

= v(x) = ax’+bx*+cx*+dx®+ex+g

V'(x):=Ableitung(v, x) 20

—vv'(x) =5ax*+4bx®*+3cx*+2dx+e 5

L6se({v(0)=0, v'(0)=0,v(12)=80/3.6,v'(12)=0,v(20)=0,v'(20)=0},{a,b,c,d,e,g}

3
25 125 625 10
- {{a = 124a16°° = " 15552 = 777694 = e =08= 0}}
» 5
h(x):=Wenn(0 < x < 20,25 / 124416 x* - 125 / 15552 x* + 625 / 7776 x>
4 X
2% . 125 , 625
- = = 0 10 1 20
i i) = Wemn <0 <x<20, ;50416 X 15552 X T 7776 * ) i ’
Zu b) f(x) := 25 / 124416 x® - 125 / 15552 x* + 625 / 7776 x*
. 5
Der Umgang mit dem Begriff der Anderungs- = T = 25 & 125 &4 625 2
rate kann hier gelibt werden. Der rechnerische 124416 15552 7776
und damit auch der zeitliche Aufwand hélt - .Ldse(f"(x)=0)
sich durch das CAS in Grenzen.
~ {x=0,x=7.1,x=16.9}
Zeile 5: Definition der Funktion ohne Ein- »
schrankung der Definitionsmengen 7 7.1
Zeile 6 - 8: Nachweis der Existenz des Maxi- = —0.28
mums g f"(16.9)
~ 0.67
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Zuq F_1(x):=Integral(f, x)
Die Schdlerinnen und Schdler kennen den Zu- 9 25 25 625
sammenhang zwischen Ort und Geschwindig- = Fi(x) := = x* + x* + 1
746496 15552 31104
keit: Geschwindigkeit als Anderungsrate des .
Ortes. 10 Lose(F_1(0) = 0,c_1)
. . . b {C1 = 0}
Zeile 9: Mit dem Integralbefehl des CAS findet |
man eine Stammfunktion von v. Es liefert auch F(x):=Ersetze(F_1(x), c_1, 0)
die additive Konstante c. LR = 25 o 25 . 625 9
Zeile 10: Da s(0)=0, ergibt sich hier c=0. 746496 15552 31104
Zeile 11:In F wird ¢ mit dem Wert O ersetzt. 12 F(20)
~ 214.33
Zu d)
Die Schillerinnen und Schiler erkennen, dass 13| F(12)
fir den innerhalb eines Zeitintervalls [a;b] zu- ~ 116.67

rickgelegten Weg gilt: F(b)—F(a) . Die addi-

F(20)-F(12
tive Konstante spielt dabei keine Rolle. i F20)-F(12)

~ 97.67

15 F_1(20)-F_1(12)
=~ 97.67

16 Integral(f, x, 12, 20)
~ 97.67

Aufgabe 3: Stammfunktion |

Geben Sie den Term einer Stammfunktion der in R definierten Funktion f:x %e3x+1 +7e7*+5 an.

Zielsetzung Stammfunktion bestimmen
Voraussetzung Begriff der Stammfunktion, unbestimmtes Integral

Anmerkung An dieser Stelle dient das CAS hauptsachlich zur Uberpriifung der handisch durchgefiihrten Rechnung.

Hinweise zur Bearbeitung Integral(1/2eA(3x+1)+7eA(-x)+5)

[y

Fur eine Ergebniskontrolle wird das CAS ein 1 5 .
wichtiger und hilfreicher Begleiter fiir die Schi- v /5 e>™ +T7e ™+ 5dx
lerinnen und Schuler. —

$1
2 e 1 e+

= - 5
In(e) +6 In(e)+ x+a




Aufgabe 4: Stammfunktion Il

In der Abbildung sind Ausschnitte der Graphen von Stammfunktionen der Funktion
fix—2(x=1>-3x+3 mit xeR, dargestellt. Bestimmen Sie die Funktionsterme der
Stammfunktionen.

Zielsetzung Ubung

Voraussetzung Begriff der Stammfunktion, bestimmtes Integral

Hinweise zur Bearbeitung » CAS = X
Die bestimmten Funktionen lassen sich grafisch 1 f(x):=2(x-1)A3-3x+3

darstellen und mit der Angabe vergleichen. () =2 (x— 1)3 —3x43

Zeilen 1 - 2: Definition der Funktion sowie Be- -

stimmung des unbestimmten Integrals Integral(f)

Zeilen 3 - 5: Definition der Stammfunktion und - 1 (x— 1)4 3 243 x+c

Bestimmung der Konstanten mittels eines Punk- | | 2 2

tes auf dem Graphen G; . 5 F,c)=1/2(X-1)*-3/2x*+3x+c

- F(x,c) = % (x—1)4—% x*+c+3x

Lése(F(1,0=2)

-

F(x,1/2)

- % x4—2x3+% XX4+x+1

Aufgabe 5: Anderungsrate und Integral

Herrn Birnbaums Wasserboiler ist leider in die Jahre gekommen. Eines Tages beginnt der Boiler wegen Durchrostung
am Boden auszulaufen. Die Abflussrate zu einem bestimmten Zeitpunkt kann mit einer Funktion V beschrieben wer-

den. Sie hat die Gleichung V(x) =8.e7298 Dja Funktionswerte von V haben die Einheit % , X sind Zeitangaben in

der Einheit Stunden. Mit sinkendem Wasserstand nimmt auch die Geschwindigkeit des Wasserabflusses ab. Herr Birn-
baum bemerkt den Schaden erst nach 6 Stunden. Wie viel Wasser ist bereits ausgelaufen?

Berechnen Sie das Fassungsvermogen des Boilers. Zu Beginn des Auslaufens war der Boiler voll gefullt.
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Zielsetzung Zusammenhang zwischen Anderungsrate und Integral verstehen

Voraussetzung bestimmtes Integral

Hinweise zur Bearbeitung

Bei Bedarf kann der Graph der Ableitungsfunk-
tion dargestellt werden.

Das Integral ist leicht handisch zu berechnen,
hier dient das CAS hauptsachlich zur Ergebnis-
kontrolle.

f(x):=8* e A(-0.08*x)

o |~ f(X) = 8e70.08x

[y

2 | Integral(f, 0, 6)
~ 38.12
| Integral(f(x), 0, a)
~ —100e %% 4 100

4 Grenzwert(-100 eA(-0.08 a) + 100, a, o)
~ 100

Aufgabe 6: Der Freizeitpark — nach Abitur Gymnasien, Gesamtschulen, Berufliche Gymnasien Hamburg,

Haupttermin 2009

In einem Freizeitpark soll auf dem Abenteuerspielplatz eine Seilbahn gebaut werden. Der Freizeitparkbetreiber tbergibt

diese Aufgabe einem Architektenblro seines
Vertrauens. Das Seil soll zwischen zwei Pfei-
lern gespannt werden, die einen Abstand von
50 m haben. Wenn sich ein Mensch an das
Seil hangt, darf er den Boden nicht berthren.

Der Architekt geht davon aus, dass fur diese
Seilbahn das durchhdngende Seil (ochne Belas-
tung) in einem geeignet gewahlten Koordina-
tensystem durch die Funktion f beschrieben
werden kann:

ix—1 —ix+1
fix>15-e30 +15.e 30 -25,xe[0;50].

x und y sind dabei Langenangaben in der Einheit Meter.

a)  Der linke Aufhangepunkt des Seils hat die x-Koordinate x;=0. Im Abstand von 50 m soll sich der rechte Auf-

hangepunkt am zweiten Pfeiler befinden. Berechnen Sie die notwendige Hohe der zwei Pfeiler. Bemerkung: Beide
Pfeiler verlaufen parallel zur y-Achse des Koordinatensytems.

b)  Berechnen Sie die Steigung des Seiles in den beiden Aufhangepunkten.

Q) Bei Belastung hangt das Seil héchstens 1,0 m durch. Bestatigen Sie, dass dann ein Mensch von 2,0m GroBe an

jeder Stelle des Seils hangen kann, ohne den Boden zu beriihren.

d)  Zeichnen Sie den Graphen von f und die beiden Pfeiler in ein Koordinatensystem.

Der Assistent des Architekten Uberlegt sich, dass der Verlauf des Seiles naherungsweise auch durch eine quadratische
Funktion p beschrieben werden kénnte. Diese Funktion p muss naturlich dieselben Aufhangepunkte wie die Funktion
f gewahrleisten. Zusatzlich wird gefordert, dass die Parabel durch den Punkt (30 | 5) verlauft.

e)  Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel.

Benutzen Sie dazu die Aufhangepunkte (0| 21,3) und (50 |11,9).

Der Assistent behauptet, dass sich die beiden Graphen praktisch kaum unterscheiden. Das soll Gberprift werden.



f) Bestimmen Sie den durchschnittlichen Héhenunterschied des Seils bezlglich der beiden Verlaufe gemal der
beiden Modellfunktionen in den Teilbereichen vom linken Aufhangepunkt bis zur Stelle x; =30m und von x;

bis zum rechten Aufhangepunkt.

Hinweis: Sie kdnnen voraussetzen, dass die beiden Graphen auBer den Aufhangepunkten und (30 | 5) keine

weiteren Punkte gemeinsam haben.

Zielsetzung
Flachenstlcken berechnen

Hinweise zur Bearbeitung
Zu a), b) und ¢)

Die ersten drei Teilaufgaben verlangen das
grundlegende Verstandnis im Umgang mit Funk-
tionen. Hier Ubernimmt das CAS viel Rechenar-
beit.

Klassische Elemente der Kurvendiskussion kon-
nen an dieser Stelle wiederholt und vertieft wer-
den. Den Schulerinnen und Schulern bleibt Raum
und Zeit, die grundlegenden mathematischen
Zusammenhdnge zu verstehen.

Zu d) und e)

Zeilen 9 - 11: Exakte Bestimmung der Para-
belgleichung durch Lésen des zugehorigen Glei-
chungssystems. Der Befehl

TrendPoly(<Liste von Punkte>,<Grad>)

liefert eine Regressionskurve, die fir den weite-
ren Verlauf der Aufgabe weniger geeignet ist.

Wie die beiden Graphen im Koordinatensystem
liegen, erkennt man bei entsprechender Vergré-
Berung der Grafik. Hier stellt der rote Graph die
Funktion g dar, der blaue Graph die Funktion f.

10

Bearbeitung einer Aufgabe aus einem gréBerem Themenkomplex, Flacheninhalte von eingeschlossenen

f(x):=15* e A(1/30*x-1)+15* e A(-1/30*x+1)-25
— f(x) := 15e 9+ 4 15e%*1 — 25

£(0)

~ 21.2924

f(50)

~ 11.9173

£(0)

~ —1.1752
f(50)

~ 0.7172

A Lose(f'(x)=0)
~ {x =30}
f(30)

-5

5-1-2

‘ p(x):=a*xA2+b*x+c

- p(x) ;=ax*+bx+c

: Lose({p(0)=21.3, p(30)=5,p(50)=11.9},{a,b,c})

_ 533 329 213
T 300000 T T 3000°°T 10

11
°

g(x):=Ersetze(p(x), {a = 533 / 30000, b = (-3229) / 3000, c
533 , 3229 213

~ 800 = 35000 * ~ 3000 *t 10
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Zu f)

Zeilen14 - 16: Hier wird der durchschnittliche
Wert der Differenzfunktion d(x) = |f(x) — g(x)| be-
stimmt:

30

| (160 —g(x)) dx
0

50

[ (f00—-g(x)) dx

30

1

bzw. —-
30 20

14

abs(Integral(f-g,0,30))/30
~ 0.229

15

abs(Integral(f-g, 30, 50))/20
~ 0.0066

(abs(Integral(f-g,0,30))+abs(Integral(f-g, 30, 50)))/50
~ 0.14



2.6 Abschnittweise definierte Funktionen

Im Zusammenhang mit den beschriebenen Vorschldgen zur Unterrichtsgestaltung kommen insbesondere folgende CAS-
Grundfertigkeiten zur Anwendung:

* & 6 & 6 O o o o

Term definieren

Term faktorisieren

Termwert berechnen

Gleichung l6sen

Gleichungssystem l6sen

Grenzwert berechnen

Graph zeichnen, geeigneten Anzeigebereich wahlen
Term einer Ableitungsfunktion bestimmen
bestimmtes Integral berechnen

Grundlegende CAS-Befehle

Betragsfunktion und Vorzeichenfunktion

Zeilen 1 - 2: Die Betragsfunktion und die sog.
SGN- bzw. Vorzeichenfunktion sind zwei spezielle
abschnittsweise definierte Funktionen. An dieser
Stelle werden nicht die bereits vordefinierten Be- = 2

h(x):=Wenn(x<0, -x, x)
- h(x) := Wenn(0 > x, —x, x)

g(x):==Wenn(x<0, -1, Wenn(x>0, 1, 0))

fehle ABS, SGN bzw. SIGN verwendet, da die Fer- ® - g(x) := Wenn(0 > x, —1, Wenn(x > 0,1, 0))
tigkeit der Beschreibung abschnittsweise definier-
ter Funktionen im Vordergrund stehen soll. 3 9(0)

-+ 0

Zeilen 3 - 5: Schrittweise Untersuchung auf Ste-
tigkeit der Vorzeichenfunktion aus Zeile 2 an der | 4
Nahtstelle x =0 .

LinksseitigerGrenzwert(g(x), X, 0)

- —1

RechtsseitigerGrenzwert(g(x), x, 0)
-1
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Differenzierbarkeit

Zeilen 1 - 4: Bei der Untersuchung der Differen- » CAS X» Grafik X
zierbarkeit von abschnittsweise definierten Funk- 4 h(x):=Wenn(x<=1, 1+x3, 3X) 3y

tionen sind insbesondere die Nahtstellen von In- | o | h(x) := Wenn(1 > x,1+x%3 — x)

teresse. Abhangig vom verwendeten CAS berlck- 2

sichtigt der Ableitungsbefehl ggf. die Problematik | 2  9(X)-=Ableitung(h(x), x) Cq

der Differenzierbarkeit an der Nahtstelle nicht ' ® - g(x) := Wenn(1> x,3 x*,—1)

ausreichend (Zeile 3). Den Schilerinnen und 3 o) Gy
Schilern wird an dieser Stelle deutlich, dass die 23 X
Ergebnisse des CAS stets kritisch gepruft werden > e I
miissen. 4 | RechtsseitigerGrenzwert(g(x), 1)
-+ —1 -

Andere ;AS beriicksichtigen beis.pielsvvei.se., da;s itz Fertig B
die Ableitung an der Nahtstelle nicht definiert ist x)= N
(dritte Zeile in der Abbildung rechts). (=) Fertig

AU

g(l) undef

\

L Zweifelhafte Losung

Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Im Folgenden werden mehrere Arbeitsauftrage bzw. Aufgaben vorgestellt, die im Wesentlichen aus Abschlussprifungen
an den Fach- und Berufsoberschulen in Bayern stammen.

Aufgabe 1: Kugel auf Bahn — nach Fachabiturpriifung 2014, Nichttechnik A |

Eine Kugel soll eine Bahn hinabrollen, die durch den Graphen by
Gn der Funktion Log
-\\
g(x) fur0<x<4

h:x— ) B o

—g(x —-6x) furd4<x<6 —5=

0 2 4I (}5
I

beschrieben wird. Dabei ist der Graph von g das in nebenste-
hender Skizze dargestellte Geradenstick.

Prufen Sie durch Rechnung, ob die Bahn G;, an der Stelle x =4 einen Sprung bzw. einen Knick aufweist.

Zielsetzung Ubung (im Hinblick auf die rechnerische Entscheidung, ob abschnittsweise definierte Funktionen an den
Nahtstellen ihrer Definitionsbereiche unstetig, stetig oder sogar differenzierbar sind)

Voraussetzung Stetigkeit und Differenzierbarkeit an der Nahtstelle; Aufstellen von Funktionstermen



Hinweise zur Bearbeitung

Zeile 1: Der Graph der linearen Funktion verlduft h(x):==Wenn(4>=x, Polynom((0,2),(4,1)), -1/8*(x"2-6*x))
durch die beiden Punkte (0| 2) und (4| 1). Die Schi- | 1 1 1

lerinnen und Schiiler kénnen mit dem Befehl Poly- -+ h(x) := Wenn (4 > X, -2t 2, B (x*—6 X))
nom beim hier verwendeten CAS den Term der line-

aren Funktion g bestimmen. 2 | h(4)

Vereinfachend ist hier die Funktion nicht nur auf - 1

dem Intervall [0; 6] definiert. 3  LinksseitigerGrenzwert(h(x), 4)
-+ 1

4 | RechtsseitigerGrenzwert(h(x), 4)
Zeilen 2 - 6: schrittweiser Nachweis von Stetigkeit -1
und Differenzierbarkeit an der Nahtstelle

LinksseitigerGrenzwert(Ableitung(h(x), x), 4)

)
—_ —
4
RechtsseitigerGrenzwert(Ableitung(h(x), x), 4)
6
1
—_ —

Aufgabe 2: Momentangeschwindigkeit — nach Fachabiturpriifung 2006, Nichttechnik A II

Nebenstehendes Diagramm beschreibt den Zusammen- v(t)

hang zwischen der Momentangeschwindigkeit v(t) ei- 2

nes Fahrzeugs (in Kilometer pro Minute) und der Zeit t 1

(in Minuten). Einheiten werden nicht mitgefthrt. t

a) Begriinden oder widerlegen Sie anhand des Diagramms die Behauptung: Die Funktion v ist im dargestellten Bereich
differenzierbar.

b) Geben Sie die Geschwindigkeiten zur Zeit t1 = 1 und t2 = 5 an.

c) Die 1. Ableitung der Geschwindigkeit v ist die Beschleunigung a, die das Fahrzeug erfahrt. Zeichnen Sie den Gra-
phen der Funktion a.

d) Die Geschwindigkeit v ist die 1. Ableitung der Ortsfunktion s. Bestimmen Sie mithilfe der Zeichnung den am Ende
(nach 6 Minuten) zurtickgelegten Weg des Fahrzeugs.

Zielsetzung Ubung (im Hinblick auf die typischen Anwendungen einer abschnittsweise definierten Funktion)

Voraussetzung Stetigkeit und Differenzierbarkeit einer abschnittsweise definierten Funktion; elementare Fahigkeiten zur
Beschreibung von Bewegungen

Hinweise zur Bearbeitung

Zu b)

Zeilen 1 - 4: Zur Bearbeitung der Aufgabe ist die Eingabe (Zeile 2) der Momentangeschwindigkeit nicht zwingend not-
wendig, dient aber der Ubung im Umgang mit dem CAS.
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1 | 9(x):=Polynom((4,2),(6,0))
- g(x) := —x+6

v(x):=Wenn(0<x<=1, 2*x, Wenn(1<x<=4, 2, Wenn(4<x<=6, g(x))))
- v(x) := Wenn(0 < x < 1,2 x,Wenn(1 < x<4,2,Wenn(4 < x < 6,—x+6)))

onN

3 |v(1)
-2

4 v(©)
-1

5 . a(x):=Ableitung(v(x), X)
® - a(x) := Wenn(0 < x<1,2,Wenn(1< x<4,0,Wenn(4 < x<6,—1)))

6 | Integral(v(x), x, O, 6)
-9

Zu ¢c)

Zeile 5: Die Schlerinnen und Schler
sollen bei der schriftlichen Dokumen-
tation der Losung die Definitionslu- "a(t),v(t)
cken (Nahtstellen) besonders kenn- 3
zeichnen.

v(t)
Zud) 1

Zeile 6: Die Schulerinnen und Schiiler Ableitung a(t) t

kénnen hier leicht erkennen, dass der o 1 2 3 4 5 6
Flacheninhalt des Flachenstlcks zwi-
schen Graph und Zeitachse der zu-
rickgelegte Weg ist. Diese Trapezfla-
che kann dann auch rasch handisch
berechnet werden. Das Ergebnis des
CAS-Rechners dient den Schulerinnen
und Schdlern zur Ergebniskontrolle.

Aufgabe 3: StraBenauffahrt — nach Fachabiturpriifung 2001, Technik A |

Zu einer 5,0 m hohen Bricke soll auf einer Ldnge von 100 m y
eine StraBenauffahrt gebaut werden. Im Folgenden werden

nur die MaBzahlen der Langen betrachtet.
X
0| 20 40 60 80 100 120

Das Profil der StraBe kann bei geeigneter Wahl der Werte der reellen Parameter a, b und ¢ modellhaft durch folgende
reelle Funktion s beschrieben werden:

0 far  x<0
S:X>s(x) = ax® +bx% + cx fur 0 < x <100
5 far x>100



a) Bestimmen Sie die Werte fir a, b und c so, dass der StraBenverlauf an den Ubergangsstellen dem Bild entspricht,

d. h. weder Licken noch Kanten auftreten.

b) Ermitteln Sie, an welcher Stelle die Auffahrt die groBte Steigung besitzt.

Zielsetzung
Voraussetzung

Anmerkung
stellt.

Hinweise zur Bearbeitung
Zu a)

Zeilen 1 - 3: Nach der Eingabe der drei Bedingun-
gen, kann das Gleichungssystem gelést werden.
Beim hier verwendeten CAS waére die Definition
der Ableitungsfunktion in Zeile 2 nicht notwen-
dig, da die Ableitungsfunktionen vordefiniert
sind.

Zu b)

Zeilen 4 - 5: Die mit dem CAS bestimmte mogli-
che Wendestelle ist lediglich der Ausgangspunkt
far die vollstandige Bearbeitung der Teilaufgabe
durch die Schilerinnen und Schuler. Fur die wei-
teren Argumentationsschritte ist das CAS nicht

s(x):=a*x"3 +b*x"2+c*x

-+ s(x) = ax’+bx®+cx

Ubung/Anwendung (im Hinblick auf Zusammenhange zwischen Graph und Funktionsterm)
rationale Funktionen; Grundlagen der Differenzialrechnung; Aufstellen von Funktionstermen

Eine Variante mit einer trigonometrischen Funktion wird im Kapitel Trigonometrische Funktionen vorge-

s'(x):=Ableitung(s(x), x)
- s'(x) := 3a x2+2bx+c

Lose({s(100)=5, s'(0)=0,s'(100)=0}, {a,b,c})

- a= — ! b= 3 c=
~100000° " 2000’

o)}

Lose(Ableitung(s(x), x, 2)=0,x)

-3

Ersetze($4,$3)
-+ {x =50}

notwendig.

Aufgabe 4: Vertiefung - nach Fachabiturpriifung 2011, Technik A Il I

Untersuchen Sie, ob die Funktion h:x h(x) mit

h(X):{a(x) f?rx<0
2+x furx>0

2%

3+e
und a(x) =
1+ e

Minimum aufweisen, und geben Sie den Winkel an, unter dem die Graphen der beiden Teilfunktionen an der Nahtstelle
aufeinandertreffen.

an der Nahtstelle x =0 stetig ist. Begriinden Sie, dass die Funktionswerte von h an der Nahtstelle ein

Zielsetzung Ubung/Vertiefung

Voraussetzung Stetigkeit und Differenzierbarkeit an der Nahtstelle; Eigenschaften der Exponentialfunktion; Ableitungs-
regeln (z. B. Quotientenregel)

Anmerkung Alternative mit a(x) = 1 + e (die grundlegende Loésungsidee der Aufgabe bleibt dabei unverandert)
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Hinweise zur Bearbeitung

Zeilen 1 - 2: Die Schilerinnen und Schdiler ver-
wenden das CAS zur Veranschaulichung der Fra-
gestellung. Bei der weiteren Bearbeitung mit
dem CAS wird die zusammengesetzte Funktion
in Zeile 2 nicht verwendet.

Zeilen 3 - 5: schrittweiser Nachweis der Stetig-
keit der Funktion h an der Nahtstelle x =0

Zeile 6: Die Schilerinnen und Schiler kénnen
das Ergebnis der manuellen Ableitung mit dem
CAS verifizieren. Als Ausgangspunkt fur die Un-
tersuchung der Monotonieeigenschaften von h
kann den Schilerinnen und Schilern die zusam-
mengefasste Form der Ableitung dienen. Fir die
weiteren Argumentationsschritte ist das CAS
nicht notwendig.

Zeile 7: Der Winkel, unter dem die Graphen auf-
einandertreffen, betragt 90°, da fur die Ablei-
tungsfunktion von h gilt: h(x) —» + 1 fur
x—>0x0.

0
w

o

-2 10 1 2 3

a(x):=(exp(2*x)+3)/(exp(2*x)+1)
e> 43
ex 41

-+ a(x) :=

N

h(x):=Wenn(x<0, a(x), 2+x)

2x 4 3
= h(x) := Wenn(O >x,%,2+x)

2+0
-+ 2

RechtsseitigerGrenzwert(2+x, x, 0)
-+ 2

LinksseitigerGrenzwert(a(x), x, 0)
-+ 2

Faktorisiere(Ableitung(a(x), x), x)

e2x

(e2x + 1)2

LinksseitigerGrenzwert(Ableitung(a(x), x), x, 0)

- —1

Aufgabe 5: Keramikbrennofen - nach fachgebundene Abiturpriifung Bayern BO 2006, Nichttechnik A |

Bei der Herstellung von Keramiken werden Kammerbrenndfen verwendet. Der Verlauf der Brenntemperatur B(t) in °C
eines Kammerbrennofens in Abhangigkeit von der Zeit t (0 <t<13) in Stunden nach dem Beginn des Aufheizens kann
durch folgende abschnittsweise definierte Funktion beschrieben werden:

180t
B:t—B(t)= 2. 6

—t+—=
~630-e 7 741170 fur3<t<13
Auf die Mitfihrung von Einheiten wird verzichtet.

far0<t<3

a) Zeigen Sie, dass die Funktion B an der Stelle to = 3 differenzierbar ist.

b) Der Kammerbrennofen erreicht 13 Stunden nach dem Beginn des Aufheizens seine maximale Brenntemperatur Brmax.
Zum Zeitpunkt t; liegt die Temperatur im Ofen 10 % unter Bmax. Berechnen Sie Bmax und den Zeitpunkt t; .

B(13) — B(8)

c¢) Berechnen Sie den Wert m =
13-8

benen Sachzusammenhang.

, geben Sie eine sinnvolle Einheit fir m an. Interpretieren Sie m im gege-

d) Zeichnen Sie unter Verwendung bisheriger Ergebnisse den Graphen der Funktion B.

MaBstab: Abszissenachse: 1 cm =

1 h; Ordinatenachse: 1 cm =

100 °C




e) Die MaBzahl W des Flacheninhalts der Flache zwischen dem Graphen von B und der t-Achse lasst einen Rickschluss
auf die aufgenommene Warmemenge (Energie) fur das Aufheizen des Brennofens bis zur Maximaltemperatur zu.
Berechnen Sie die MaBzahl W.

Zielsetzung Ubung (Einordnung des eigenen Lernstands)

Voraussetzung Grundlagen der Integral- und Differenzialrechnung; Eigenschaften der natdrlichen Exponentialfunktion

Hinweise zur Bearbeitung

Zu a)
a(t):=1170-630%exp(-2*t/7+6/7)
Zeilen 1 - 6: Der schrittweise Nachweis der Diffe- 1

L 2440
renzierbarkeit verlduft analog zu den weiter = a(t) := —630e 777 41170
oben beschriebenen Arbeitsauftragen. a'(t):=Ableitung(a(t), t)
5 ,
Zeile 7: Der rechte Teil des Terms ist in der Dar- - a(t) := 180 e 7+

stellung abgeschnitten. - —
3 | LinksseitigerGrenzwert(180™, t, 3)

- 540

4 RechtsseitigerGrenzwert(a(t), t, 3)
- 540

5 &)

- 540

g  RechtsseitigerGrenzwert(a'(t), t, 3)
— 180

B(t):=Wenn(0<=t<3, 180*, Wenn(3<=t<=13, a(t)))

7
e - B(t) := Wenn (0 <t< 3,180 t,wenn(s <t<13,-630¢

Zu b), ¢), d) und e) B_M:=B(13)
8
Die Schulerinnen und Schdiler sollen in der Lage 5 Bym = —630- # +1170
sein, alle weiteren Teilaufgaben ohne Einsatz des Ve
CAS manuell zu |6sen. Entsprechend dient hier o Numerisch(B_M)
das CAS als Kontrollinstrument und unterstiitzt - 1133.82

dabei eigenverantwortliches Arbeiten.
Lose(a(t)=0.9*B_M.t)

L 7, (13 +63
B(t) - {t:—zln(m)+3}

1500

11 Numerisch(RechteSeite($10))
1000 ~ {8.03}

12 Numerisch((B(13)-B(8))/(13-8))
500 - 22.96

R 13 Integral(B(t),,0,13)

0 2 4 6 8 10 12 -+ 10431.64
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2.7 Trigonometrische Funktionen

Ein CAS kann in Zusammenhang mit trigonometrischen Funktionen an mehreren Stellen sehr gewinnbringend eingesetzt
werden. Z. B. beim entdeckenden Erkunden der Eigenschaften von trigonometrischen Funktionen am Einheitskreis, bei der
Einfuhrung der Ableitungsfunktionen oder beim Lésen von goniometrischen Gleichungen. In allen Fallen ist es die relativ
unkomplizierte grafische Darstellung des Sachverhaltes, welche den Schilerinnen und Schilern das Verstandnis erleichtert.
Im Folgenden werden Beispiele hierzu vorgestellt. Eine sehr umfangreiche Darstellung der Thematik findet sich in den
beiden Handreichungen fur das Gymnasium (vgl. [HR CAS Gym 10] und [HR CAS Gym 11-12]).

Im Zusammenhang mit den beschriebenen Vorschlagen zur Unterrichtsgestaltung kommen insbesondere folgende CAS-
Grundfertigkeiten zur Anwendung:

Term definieren

Termwert berechnen

Gleichung lésen

Gleichungssystem l6sen

Graph zeichnen, geeigneten Anzeigebereich wahlen
Term einer Ableitungsfunktion bestimmen
Funktionswert einer Stammfunktion bestimmen
bestimmtes Integral berechnen

*® & & O 6 o o o

Grundlegende CAS-Befehle

Trigonometrische Funktionen finden u. a. in der Physik und auch in der Technologie (Lernbereich: Nachrichtentechnik)
Verwendung. Die Schilerinnen und Schiler beschreiben mithilfe von trigonometrischen Funktionen z. B. die Bewegung
harmonisch schwingender Kérper oder physikalische Vorgange im elektromagnetischen Schwingkreis.

Fur die nachfolgenden Betrachtungen wird der sichere Umgang mit dem BogenmaB vorausgesetzt. Zahlreiche Beispiele
und Anregungen zum Grad- und zum BogenmalB findet man auch in der Handreichung fur das Gymnasium (vgl. [HR CAS
Gym 10]).

Einheitskreis

Der Verlauf der Sinusfunktion kann unter Verwendung der dynamischen Geometriefunktion des CAS am Einheitskreis un-
tersucht werden. Applikationen hierzu kénnen von den Schilerinnen und Schilern selbst erstellt werden (vgl. [HR CAS Gym
10]). Es ist sinnvoll, einen Schieberegler einzusetzen.

» CAS » Grafik
g fEx+y2=1 y Schieberegler fur x

. - .

[ —bf:xz-l—yz:]_ /
X,
7 ”

o | 9(x):=sin(x)
® - g(x) := sin(x)




Eigenschaften

Eigenschaften (wie z. B. Wertemenge, Nullstellen, Symmetrie, Periodizitat) der trigonometrischen Funktionen und der ent-
sprechenden Graphen kénnen wie oben beschrieben am Einheitskreis veranschaulicht werden. Dartber hinaus kénnen die
Schilerinnen und Schuler weitere Eigenschaften trigonometrischer Funktionen relativ einfach unter Verwendung von Schie-
bereglern mit dem CAS untersuchen. Das folgende Beispiel verwendet drei Schieberegler und verdeutlicht die Amplitude,
die Periodenldnge der Funktionen sowie Verschiebungen der Graphen im Koordinatensystem.

» CAS
1 f(x):=sin(x)

® |- f(x) := sin(x)

h(x):=a sin(b*x) + d
e 4
® - h(x):=3 sin<§ x) +2

» Grafik

3

Auch bei den trigonometrischen Funktionen spielen deren Ableitungsfunktionen eine wichtige Bedeutung. Die folgende
Abbildung zeigt, wie ein CAS verwendet werden kann, um grafisch den Zusammenhang zwischen Funktion und Ablei-
tungsfunktion am Beispiel der Sinusfunktion zu erarbeiten. Das Vorgehen hierzu unter Nutzung des Grafikbereichs und des

Algebra-Fensters wird in [HR CAS Gym 11-12] ausfuhrlich beschrieben.

) Algebra ) Grafik
Funktion y

® f(x) = sin(x) T2
Gerade =

@ ty=-042x+174 / - m =-0.42 _/7
Punkt 0 i X

orza L TN NS

® T=(2 -0.42) - =
Zahl |Punkt T: (x(P), m) -

® m=-042
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Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Aufgabe 1: Mathematik-Forum (vgl. [HR CAS Gym 10])

Aus einem Mathematik-Forum im Internet:
.Hallo Mathe-Kénner,

ich mochte die Gleichung sin(x) = 1 mithilfe meines CAS-Rechners I6sen und werde aus der Ausgabe

x=2-k3-1'r+E
2

nicht schlau. Kann mir jemand schreiben, was die Ausgabe bedeutet? Hatte ich die Aufgabe auch ohne CAS l6sen
kénnen? Danke schon mal. Alex"

Verfassen Sie eine Antwort.

Zielsetzung Ubung im Verfassen von adressatengerechten Texten

Voraussetzung Periodizitat der trigonometrischen Funktionen

Hinweise zur Bearbeitung

Die Schilerinnen und Schiiler kénnen die Aus- ) ChS paGIank
gangssituation der Aufgabe mit dem CAS leicht | 1 s():=sin(x) 5 y
nachvollziehen. ® - s(x) := sin(x)

Anmerkung: Andert man die zu lésende Glei- |2 | g(x):=1
chung entsprechend, kann diese Aufgabe auch @ |- g(x) := 1

als Ausgangspunkt fur entdeckendes Lernen der <
~9angsp S e Lése(sin()=1, x) 12 3\4\5/‘{ 7 8
verschiedenen Aspekte beim Lésen goniometri- | 3 1
; 1
scher Gleichungen genutzt werden. L {x =2ksm+ 3 ﬂ.} Y

Aufgabe 2: Férderband — nach Fachabiturpriifung Bayern 2009, Technik A |

In einem Flughafenterminal wird die Gepéackabfertigung neu geplant. Unter anderem ist ein neues Forderband fir den
Transport von Gepackstlicken vorgesehen. Die Gepdackstlcke sollen zunachst horizontal transportiert werden. Innerhalb
von sechs Metern muss jedoch ein Héhenunterschied von einem Meter Gberwunden werden. Danach sollen die Gepack-
stiicke wieder waagrecht bewegt werden. Beim Ubergang von der héher gelegenen auf die tiefere Ebene soll das Fér-
derband einen kosinusférmigen Verlauf haben. Der (nicht maBstabsgetreue) Verlauf des Férderbands ist unten schema-
tisch als Graph G,, einer Funktion h dargestellt. Die Werte von x und die Funktionswerte von h (Hohe des Forderbands

Uber dem Hallenboden) sind Langenangaben in der Einheit Meter.

Auf die Mitfiihrung von h

Einheiten wird verzichtet. 2
/Férderband

/ Hallenboden

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12



a) Der abgebildete Graph G, verlauft auf der Definitionsmenge Dy, =[0;11 ohne Knick.
Der Funktionsgleichung von h fir 3<x <9 lautet: h(x)=a-cos(b-x+¢c)+d .

Entnehmen Sie der Zeichnung geeignete Funktionswerte und bestimmen Sie daraus die Werte der Konstanten a, b,
cund d.

b) Die Funktion h kann fir 3 < x <9 auch durch die Gleichung

h(x)=0,5-[sin(ﬂ-x)+3}
6

dargestellt werden.

Zeigen Sie mithilfe der Ableitungsfunktionen, dass der Graph G, an der Stelle x =6 einen Wendepunkt besitzt, und
ermitteln Sie das prozentuale maximale Gefélle des Forderbands auf eine Nachkommastelle gerundet.

Zielsetzung Ubung

Voraussetzung Aufstellen von Funktionstermen; abschnittsweise definierte Funktionen; Grundlagen der Differenzial-
rechnung

Anmerkung Als Variante mit einer ganzrationalen Funktion wird ein dhnliches Beispiel im Kapitel Abschnittsweise

definierte Funktionen prasentiert.

Hinweise zur Bearbeitung
Zu a)

Zeilen 1 - 3: Die Schilerinnen und Schiler er-
kennen, dass die vier Bedingungen nicht ausrei-
chen, um das Gleichungssystem mit vier Unbe-
kannten zu |6sen.

Zeilen 4 - 6: Das Gleichungssystem wird bei-
spielsweise |6sbar, wenn man die Perioden-
ldnge im Ansatz fir die Funktion in Zeile 4 ver-
wendet.

Die Schulerinnen und Schiiler sollen aber auch
einen alternativen Lésungsweg ohne den Ein-
satz des CAS (z. B. schrittweise Bestimmung von
Amplitude, halber Periodenlange, Verschiebung
um 3 LE in x-Richtung nach rechts und um
1,5 LE in y-Richtung nach oben) erldutern und
begrtinden kénnen.

In den beiden Lésungen in Zeile 6 ist nur das
Vorzeichen der Parameter a und c jeweils ver-
tauscht. Der Parameter d ist stets +1,5.

Zu b)

Zeilen 1 - 4: Schrittweise Bestimmung der
Wendestelle. Nach der Bearbeitung der Auf-
gabe 1 (zur Periodizitat der trigonometrischen
Funktionen) sollte den Schilerinnen und Schu-
lern der Umgang mit der Losung hier beispiels-
weise in Zeile 2 keine Probleme bereiten.

h(x):=a*cos(b*x+c)+d

- h(x) := a cos(bx+c)+d

h'(x):=Ableitung(h(x), x)
- h'(x) := —ab sin(b x+c)

Lose({n(3)=2,h(9)=1,h'(x)=0,h'(9)=0}, {a,b,c,d})

-+ 7

h_n(x):=a*cos((2*pi)*x/12+c)+d

= hp(x) 1= a cos(% 7rx—|—c>—|—d

h_n'(x):=Ableitung(h_n(x), x)

1 1
- hl(x) = —6aT sin(a 7TX—|—C)

Lose({h_n(3)=2,h_n(9)=1, h_n'(3)=0}, {a,c,d})

1 1 3 1 1
- {{a:—i,czi w,d:i},{azi,cz—i w,d=
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h(x):=0.5*(sin(pi*x/6)+3)

- h(x) := % sin(% ‘n'x)+%

2 Lose(h"(x)=0, x)

Aufgabe 4: Tageslange - nach Fachabiturpriifung Bayern 2017, Technik A Il

Unter der Tageslange an einem bestimmten Ort auf der Erde versteht man die gemessene Zeitdauer von Sonnenaufgang
bis Sonnenuntergang an diesem Ort. Sie ist von der geographischen Breite des Ortes abhangig. Es wurden die Tageslan-
gen in Minchen im Jahr 2016 (Schaltjahr mit 366 Tagen) aufgezeichnet. Die maximale Tageslange betrug 16,12 h, die
minimale Tageslange 8,40 h. Die Tageslange am 1.1.2016 (t; =0) betrug 8,46 h (Wert geringfugig verandert).

Die Funktion g:tr~ a-sin(b-t+c)+d mit a, b, ¢, d, t € IR At e [0; 365] wird nun modellhaft zur Darstellung der

Aufzeichnungen verwendet, t beschreibt dabei die Anzahl der vergangenen Tage seit dem 1.1.2016 und der Funktions-
wert von g die Lange des dazugehdrigen Tages in Stunden. Da sich die jeweilige Tagesldnge immer auf ganze Tage
bezieht, sollen Werte fir t auf ganze Zahlen gerundet werden.

Auf das Mitftihren der Einheiten wird verzichtet.

a) Bestimmen Sie mogliche Werte der Parameter a, b, d exakt und c sinnvoll gerundet so, dass die Funktion g die obigen
Bedingungen erfullt.

b) Ermitteln Sie fur 2016 die Tage, an denen die Tageslange in Minchen 12 h betrug.

¢) Ermitteln Sie den klrzesten Tag des Jahres 2016 in Munchen.

Zielsetzung Ubung

Voraussetzung Aufstellen von Funktionstermen; Differenzialrechnung

Hinweise zur Bearbeitung

Zu a)
Zeilen 1 - 6: Das CAS liefert zwei gultige Losungen fur ¢, welche die Bedingung g(0) = 8,46 erfullen. Allerdings ergibt
nur der Wert 4,89 fir c den Tag mit minimaler Tageslange gegen Ende und nicht zu Beginn des Kalenderjahrs.




» CAS » Grafik
| |a=(16:12:8.4y2 w6ly
Doa.o 193
7 5o 15
) b:=2*pi/366 14
b := i T
183 13
f(t,c):=a*sin(b*t+c)+(8.4+a)
3 12
193 | 1 613
- f(t,c) = g S mtﬂ'+c +ﬁ »
b AT J i i1
4 | Numerisch(Lése(f(0, ¢)=8.46)) 10
-+ {c=6.28k, — 1.39,c = 6.28 k, + 4.54} G
h
h(t):=f(t, 6.28-1.39) g A@
5 Kk
. h(t) := 193 | 1 : +489 +613 8
- = 50 *™\183 """ 100) " 50
K():=f(t, 6.28+4.54) 50 100 150 200 250 300 350
IR U B T L 541) 613
= k(O =55 sin(1g3 " 50 ) T 50
Zu b)
Zeile 2: Losen des Problems mittels Gleichset- ] h(t)-=3.867sin(p"t/183 +4.89)+12.26
zen. Zur Vereinfachung ist die Funktion h in o - h(t) := 193 sin 1 tﬂ__'_@ +E
Zeile 1 nochmals dargestellt. 50 183 100 50
2 Numerisch(Lose(h(t)=12, t))
Zu ¢ - {t =366 k3 — 288.77,t = 366 k; — 97.92}
Zeile 3: Analog zu Zeile 2 verwenden die Schii- | 3 Numerisch(Lose(h(t)=8.4, 1))
lerinnen und Schiler die minimale Tageslange - {t =366 k; — 376.35,t = 366 k3 — 10.35}
aus der Angabe, um den kirzesten Tag zu be- . N
stimmen. Das CAS liefert den Wert 4 Numerisch(Lose(h'(t)=0, t))
366-10,35=355,65 Tage, welches noch - {t =183 k3 — 193.35}
nicht auf eine ganze Zahl gerundet ist. 5  Numerisch(h"(355.65),2)
Zeilen 4 - 6: Alternativ sollen die Schiilerinnen -+ 0.0011
und Schiler auch die Werkzeuge der Kurven- 6 Numerisch(h"(172.65), 2)
diskussion anwenden kdnnen, um den kiirzes- & —0.0011

ten Tag zu bestimmen. Als Startpunkt liefert
die notwendige Bedingung in Zeile 4 die bei-
den noch nicht gerundeten Ergebnisse von
172,65 Tage und von 355,65 Tage. Die Schi-
lerinnen und Schiler identifizieren dann den
absolut kurzesten Tag mittels der Lage der
Randpunkte (hier nicht weiter dargestellt!)
bzw. anhand des Vorzeichens der Funktions-
werte der 2. Ableitungsfunktion (Zeile 5 und
6).
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Aufgabe 5: Atemstromstarke — nach Abiturpriifung Bayern Gymnasium 2015, Analysis B Aufgabengruppe 2

In der Lungenfunktionsdiagnostik spielt der Begriff der Atemstromstarke eine wichtige Rolle. Im Folgenden wird die
Atemstromstérke als die momentane Anderungsrate des Luftvolumens m der Lunge betrachtet und festgelegt, dass der
Wert der Atemstromstarke beim Einatmen positiv ist. Fir eine ruhende Testperson mit normalem Atemrhythmus wird die

Atemstromstarke in Abhangigkeit von der Zeit durch die Funktion g:t+ —%-sin(%i), mit t >0 modellhaft beschrie-

ben. Dabei ist t die seit Beobachtungsbeginn vergangene Zeit in Sekunden und g(t) die Atemstromstarke in Litern pro

Sekunde.
a) Berechnen Sie g(1,5) und nennen Sie die Bedeutung des Vorzeichens dieses Werts im Sachzusammenhang.
b) Beim Atmen andert sich das Luftvolumen in der Lunge. Geben Sie auf der Grundlage des Modells einen Zeitpunkt
an, zu dem das Luftvolumen in der Lunge der Testperson minimal ist.
4,0
C) Berechnen Sie I g(t)dt und deuten Sie das bestimmte Integral im Sachzusammenhang.
2,0
d) Zu Beginn eines Ausatemvorgangs befinden sich 3,5 Liter Luft in der Lunge der Testperson. Skizzieren Sie auf der
Grundlage des Modells unter Berticksichtigung des Ergebnisses aus Aufgabe c) in einem Koordinatensystem far
0 < t < 8,0 den Graphen einer Funktion, die den zeitlichen Verlauf des Luftvolumens in der Lunge der Testperson
beschreibt.
e) Die Testperson benétigt fur einen vollstandigen Atemzyklus 4,0 Sekunden. Die Anzahl der Atemzyklen pro Minute
wird als Atemfrequenz bezeichnet.
Geben Sie zunachst die Atemfrequenz der Testperson an. Die Atemstromstarke eines jingeren Menschen, dessen
Atemfrequenz um 20 % hoher ist als die der bisher betrachteten Testperson, soll durch eine Sinusfunktion der Form
h:t—a-sin(b-t) mitt>0 und b > 0 beschrieben werden. Ermitteln Sie den Wert von b.
Zielsetzung Ubung

Voraussetzung Eigenschaften der Sinusfunktion; Integralfunktion (Grundlagen)

Hinweise zur Bearbeitung
Zu a)

Zeilen 1 - 3: Bei Bedarf kann der gerundete Wert

in Zeile 3 ausgegeben werden, um das Ergebnis ] 9(t) = (-1)/8msin(1/2tm)
in der grafischen Darstellung leichter nachzuvoll- M- e = 1 sy 1 o
ziehen. Die Schilerinnen und Schiler erkennen, 8 ="3 2
dass ausgeatmet wird. ‘
g 9(1.5)
2

-+ —— V2T
Zu b) ‘ 16
Beim Wechsel vom Aus- zum Einatmen, also bei- | 3 D)
spielsweise bei 2,0 s bzw. 6,0 s, ist das Luftvolu- - —0.278

men minimal.




Zu c)

Zeilen 4 - 5: Die Stammfunktion in Zeile 4 gibt
den Schulerinnen und Schilern die Moglichkeit,
ihr handisches Rechenergebnis zu verifizieren.

Zu d) und e)

Zeile 6: Der Funktionsterm fur den zeitlichen Ver-
lauf des Lungenvolumens ist nicht verlangt. Nur
die Skizze einer periodischen Funktion durch die
Punkte (0]3,5), (2|3), (4]3,5) usw. muss von den
Schilerinnen und Schilern angefertigt werden.

Zeile 7: Der Graph von h verdeutlicht die Auswir-
kung der Erhohung der Atemfrequenz fur
b=0,6T.

Weitere Aufgaben zu dieser Thematik findet man in der Handreichung [HR CAS Gym 11-12].

Integral(g(t), t)

1 1t +
5 = —
4cos 2 ™ ci1

Integral(g(t), t, 2, 4)
1

- =

2

vol(t):=3.5+Integral(g(x), x, O, t)

1 1 13
-+ vol(t) = il tmw +T

h(t) = (-1)/ 8 W sin(3 /5 t )

-+ h(t) := —% T sin(g tw)

Atemstromstarke, Volumen

3 Volumen
25
2
1.5
1
0.5
Ch NN
1 2 3 4 5 6
05 G
g
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2.8 Gebrochen-rationale Funktionen

Bei der Bearbeitung von Aufgaben mit gebrochen-rationalen Funktionen wird ebenfalls deutlich, dass CAS den Rechenauf-
wand zwar minimieren, das Aufstellen geeigneter Ansatze zur Berechnung sowie Argumentationen und/oder Interpretati-
onen im Sachzusammenhang jedoch im Wesentlichen von den Schilerinnen und Schilern erbracht und auch entsprechend
dokumentiert werden mussen.

Im Zusammenhang mit den beschriebenen Vorschldgen zur Unterrichtsgestaltung kommen insbesondere folgende CAS-
Grundfertigkeiten zur Anwendung:

CAS als herkdmmlichen Taschenrechner verwenden
Term definieren

Term faktorisieren

Termwert berechnen

Gleichung lésen

Grenzwert berechnen

Graph zeichnen, geeigneten Anzeigebereich wahlen
Term einer Ableitungsfunktion bestimmen
Gleichung einer Asymptoten bestimmen
Tangentengleichung bestimmen

® & & 6 O O O o o o

Grundlegende CAS-Befehle

Asymptoten
Der Befehl Division umfasst in der Regel auch die fx) = 0 + 1) / (2x - 1)
Maoglichkeit zur Division von Polynomen. 1 2

o - f(x) = x*+1
Zeile 3: Manche CAS stellen auch einen eigenen T 2x—1
Befehl zur Bgs‘ummung der Glelchungen der Division(14x42, 2%x-1)
Asymptoten eines Funktionsgraphen bereit. 2
Zur Visualisierung von Asymptoten ist beim hier - {1 x +1, E}
verwendeten CAS noch die Aktivierung des But- 2 44
tons auf der linken Seite (blau) notwendig. 5 1:=Asymptote(f(x))
Grenzwerte e - 11:={y=05x+0.25x=0.5}
Zeilen 4 - 5: Verhalten im Unendlichen 4 | Grenzwert(f(x), +o0)

- 00

Zeilen 6 - 7: Verhalten an der Definitionslicke
5 | Grenzwert(f(x), -00)

» Grafik

-+ —oo

6 | RechtsseitigerGrenzwert(f(x),0.5 )
- 0o

7 | LinksseitigerGrenzwert(f(x), 0.5)

- —o0




Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Aufgabe 1: Optimierungsproblem — nach Fachabiturpriifung Bayern 2004, Technik A II

Die Abmessungen einer oben offenen zylinderférmigen Tonne sollen so gewahlt werden, dass bei festem Volumen V
der Tonne der Materialverbrauch zur Herstellung der Tonne maéglichst gering ist. Die Dicke des Materials ist vorgegeben
und wird bei der Rechnung nicht berticksichtigt. Der Radius der kreisférmigen Grundflache wird mit r, die Hohe der
Tonne mit h bezeichnet.

a) Ermitteln Sie die Formel zur Berechnung des Flacheninhalts der duBeren Oberflache bei gegebenen Radius des Zy-
linders und geben Sie eine sinnvolle Definitionsmenge der Funktion O an, welche einem Zylinderradius den entspre-
chenden Flacheninhalt der auBeren Oberflache der Tonne mit diesem Radius zuordnet.

b) Bestimmen Sie den Radius ry so, dass der zugehorige Flacheninhalt O(ry) der Oberflache das absolute Minimum
annimmt.

Zielsetzung Ubung
Voraussetzung gebrochen-rationale Funktionen, Grundlagen der Differenzialrechnung

Anmerkung Varianten dieser Prfungsaufgabe findet man z. B. in [HR CAS Gym 11-12].

Hinweise zur Bearbeitung

Zu a)

h(r):=abs(V)/(pi*r*2
Zeilen 1 - 2: Ausgehend vom Volumen (Be- ) (V) )

trag |V|) des Zylinders ermitteln die Schilerinnen 1 = h(r) := |2Vi|
und Schiller den Flacheninhalt der &uBeren rw
Oberflache des Korpers in Abhangigkeit von r O(r):=pi*r*2+2*pi*r*h(r)
und V. Fur die Definitionsmenge von O gilt: 2 3

2|V
Do =10; 0] - 0(r) == rr+2|v|

r

Lose(Ableitung(O(r), r)=0, )

Zub) . {r_ Jf? |v|}

Zeilen 3 - 7: Ermittlung von r, i
Zeile 4: Die erste Ableitung besitzt eine Nullstelle Faktorisiere(Ableitung(O(r), ), r)
mit Vorzeichenwechsel von ,—" nach ,+". 4 o Pr— V|

2. —
Zeilen 5 — 7: Alternativ wurde das Verhalten der O(RechteSeite($3))
Funktionswerte von O an den Randern der De-

5 3/ 22 3 2

finitionsmenge untersucht. Das hier verwendete o w2 V[ +27%|V|
CAS vereinfacht den Term in Zeile 5 nicht weiter. /w2 |V

6 | Grenzwert(O(r), o )
-+ 00

7 | RechtsseitigerGrenzwert(O(r), r, 0)
-+ 00
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Aufgabe 2: Schaukasten — nach Fachabiturpriifung Bayern 2011, Technik A I

Mithilfe einer Konvexlinse (Sammellinse) wird von einem selbstleuchtenden, links von der Linse stehenden Gegenstand
auf einem Schirm rechts von der Linse ein reales, scharfes Bild erzeugt. Der Abstand des Gegenstands von der Linsenmitte
heiBt dabei Gegenstandsweite g, der Abstand des Schirms von der Linsenmitte heiBt Bildweite b. Der Zusammenhang

zwischen diesen GroBen ist durch die Linsenformel 1+% =% gegeben, wobei f die Brennweite der Linse bezeichnet.
g

Um ein reales Bild zu erzeugen, muss die Gegenstandsweite groBer als die Brennweite sein.

Dieser Versuchsaufbau soll in einem Schaukasten einer Schule gezeigt werden. Die Brennweite der verwendeten Linse
betragt f=50mm . Die Einheiten brauchen nicht mitgefuhrt werden.

a) Zeigen Sie, dass fur den gesamten Platzbedarf a(g) = g+b(g) des Versuchsaufbaus in Abhdngigkeit von der Gegen-
2

standsweite g folgender Zusammenhang besteht: a(g) =9750 .

g p—

b) Bestimmen Sie eine geeignete Definitionsmenge D, der mit obigem Zusammenhang festgelegten Funktion a, wenn

der zur Verfugung stehende Platz fur den Versuchsaufbau durch die Lange des Schaukastens mit 3000 mm be-
grenzt ist.

C) Beweisen Sie, dass es eine Gegenstandsweite gibt, fir die der Platzbedarf des Versuchsaufbaus minimal wird. Be-
rechnen Sie sodann den minimalen Platzbedarf und ermitteln Sie, welcher besondere Zusammenhang zwischen g

und b besteht.

Zielsetzung Ubung

Voraussetzung gebrochen-rationale Funktionen, Grundlagen der Differenzialrechnung

Hinweise zur Bearbeitung

Zu a)
Zeilen 1 - 3: Der Platzbedarf fur den Versuchs- Laose(1/g + 1/b = 1/50, b)
aufbau wird bestimmt. 1 o
b=50-
" { g— 50}
) Grafik g + RechteSeite($1)
2
2(0) L g
3000
g — 50
il // a(g) = ¢/ (g - 50)
2000 // 3 gz
° - a(g)=_E
1800 / g— 50
1000
0C,
400 800 1200 1600 2000 2400 2800

Zub)

Zeilen 4 und 5: Die Schulerinnen und Schuler 4 Lose(0<a(g)<3000, g)

sollten die Grenzen bei der Angabe der Definiti- - {_100 V210 + 1500 < g < 100 v/210 + 1500}
onsmenge ausschlieBen.

5 Numerisch($4)
- {50.86 < g < 2949.14}




Zu )
Zeile 6: Die Schalerinnen und Schiler erkennen, Faktorisiere(Ableitung(a(g), 9), 9)
dass die erste Ableitungsfunktion von g eine 6|, g 8~ 100
Nullstelle mit Vorzeichenwechsel von ,—" nach (g — 50)°
,+" an der Stelle x = 100 besitzt.
7 | a(100)
Zeile 7: Da der zugehorige Platzbedarf 200 be- - 200

tragt, folgern die Schilerinnen und Schiler, dass
die Linse in diesem Fall genau zwischen Gegen-
stand und Bildschirm stehen muss.

Aufgabe 3: Deich - nach Abiturpriifung Bayern Gymnasium 2018, Priifungsteil B (CAS), Aufgabengruppe 1

Die folgende Abbildung zeigt modellhaft den Querschnitt eines geradlinig verlaufenden Deichs. Die Profillinie des Quer-
schnitts wird fur 0 < x < a durch den Graphen der Funktion f und fir a <x <b durch eine Gerade g beschrieben. Die
x-Achse beschreibt im Intervall [0; b] den unteren Abschluss des Querschnitts. Eine Langeneinheit im Koordinatensystem
entspricht einem Meter in der Realitat.

Landseite! Wasserseite

X

5 10 15 20 25 30 35 40
a b

a) Auf der Landseite am FuB3 des Deichs darf der Béschungswinkel o (vgl. oben) maximal 60° betragen. Untersuchen
Sie, ob das bei dem vorliegenden Profil der Fall ist.

Der Graph der Funktion f geht an der Stelle x = a ohne Knick in die Gerade g (ber, die eine Steigung von 15 % gegenuber
der Horizontalen besitzt. Dabei gilt a > 15.

b) Bestimmen Sie eine Gleichung der Geraden g.

Auf der Landseite soll ein Teil des Deichs entfernt werden, um einen horizontalen y
Behelfsweg auf der Hohe h mit der Breite b zu bauen. Dabei entsteht eine vertikale .
Wand mit der Wandhéhe w (vgl. nebenstehende Abbildung). ,B’ W
¢) Berechnen Sie die Wandhohe w, wenn der Behelfsweg in einer Hohe von
h = 2,50 m verlaufen und 1,0 m breit sein soll. 6 h
X

d) Beschreiben Sie, wie man allgemein die Wegbreite b rechnerisch bestimmen 0
kann, wenn die Héhe h und die Wandhéhe w gegeben sind.

Zielsetzung Ubung (Einordnen des eigenen Lernstands)

Voraussetzung gebrochen-rationale Funktionen, abschnittsweise definierte Funktionen, Grundlagen der Differenzial-
rechnung

75



76

Hinweise zur Bearbeitung

Zu a)

Zeilen 1 - 5: Um Aufgabe a) zu l6sen, ist die Faktorisierung des Terms der 1. Ableitungsfunktion von f (in Zeile 3) nicht
notwendig. Diese Umformung wird erst in Teilaufgabe c) ausgenutzt. Die Schilerinnen und Schiler erkennen, dass die

Steigung von Gy im Ursprung kleiner als /3 ist.

Zu b)

Zeilen 6 - 7: Von den vier Lésungen in Zeile 6 ist
nur die Lésung x = 16 gréBer 15 und erfiillt so-
mit die in der Aufgabe gestellte Bedingung.

) Grafik
y
5 —
4 Gerade: Gy
3 o
2 \\‘\\\\\\
1 \éblextung: Gf
G N\
0 5 10 15 20 2 30 ES 20 45
Zu )

Die nicht allgemeine Bestimmung der Wand-
hohe w dient als Einstieg und bereitet die Teil-
aufgabe d) vor.

Die Bedingung in Zeile 10 beschrankt die Losung
auf die sog. ,Landseite”. Die obere Schranke
kénnen die Schilerinnen und Schiler der Fakto-
risierung der Ableitungsfunktion in Zeile 3 ent-
nehmen.

f(x) = 80x / (x + 64)
X

- f(X) = BO'm

f(x):=Ableitung(f(x), x)
X2 80

f'(x) == —160. +
- (X) (xz + 64)2 x2 + 64

Faktorisiere(f(x), x)

_, —80(x— 8) LBZ
(x2+ 64)
f(0)
4 5
—
4
5 |tan(60°)
-+ V3

Lose(f(x)=-0.15, x)

9

v21
3

,x:B.

- {x:—lﬁ,x:—B- 3

,x:lﬁ}

g(x):=Wenn(x>=16, Tangente(16, f(x)))

7
3 32
= > —— —
® | - g(x) Wenn(x_ 16, 20 X+ 5)
g b=1
- b:=1
h:=25
9
5
= h = 5
Lose(f(x)=h, x,0<=x<8
. ose(f(x)=h, x, x<8)

R {x=—8\/§+16}

11

f(RechteSeite($10) + b) - h

1
5 {m (42240 V34 62555)}

12

Numerisch($11)
- {0.9}




Zud)

Zeilen 1 - 4: allgemeine Bestimmung von b

Zur Vereinfachung ist die Funktion f in Zeile 1 nochmals dargestellt. Die Schilerinnen und Schdler sollen erkennen,
dass nicht alle positiven Werte fur h bzw. w erlaubt sind, da ansonsten ein oder mehrere Radikanden negative Werte
haben kénnen. In Zeile 4 erhalt man den allgemeinen Ausdruck fur die Breite b des Wegs mittels der linken und der

rechten Weggrenze aus den beiden Zeilen 2 und 3.

Zeile 5: Durch Probieren werden die Schilerinnen und Schiler im Umgang mit der Thematik sicherer. Beispielsweise

wird das Ergebnis von Teilaufgabe c) bestatigt.

(x):=80*x/(64+x"2)
X

- f(x) = 80-)(2_’_764

Lose(f(x)=abs(h), x)

2. {X_B\/——h2+25+40 _ —8V-WT25+40
- Ih| T Ll

Lose(f(x)=abs(h)+abs(w),x)

3 o8V Wi 2[h[[w[+25 +40 _ —8./~hT—w? — 2 Jh[ [w[+ 25 + 40
lh| + |w] ’ lh[ + |w|

}

RechteSeite(Element($3,2)) - RechteSeite(Element($2,2))

4 (-8V=WF725+40) L —8 VR w2 R [w[+ 25 + 40
|h| |h] + w|

5 | Numerisch(Ersetze($4,{h, w},{2.5, 0.9}))

-1
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3 Einsatz von CAS im Themengebiet
Analytische Geometrie

Die folgenden Vorschlage zur Gestaltung des Unterrichts zeigen exemplarisch, an welchen Stellen und zu welchem Zweck
ein CAS gewinnbringend im Themengebiet Analytische Geometrie eingesetzt werden kann bzw. die Lehrkrafte bei der
Entwicklung von eigenen Unterrichtsideen unterstitzen kann. Auch hier wird auf das vielfaltige Angebot von Aufgaben
und Beispielen in der Literatur verwiesen.

3.1 Schnelleinstieg in das

Befehle

Themengebiet — Wichtige grundlegende

Punkte und Vektoren

-

Punkte werden durch ihre Ortsvektoren festge- A=(-1,-3,2)

legt. Sie werden als einzeilige Matrix eingege-
ben.

Vektoren werden ebenfalls als einzeilige Matrix
eingegeben.

- A= (—1,-3,2)

B:=(2,4,1)
- B := (2,4,1)

v:=B-A
Zeile 3: Ein Vektor zwischen zwei Punkten wird 3 3
als , Differenz der beiden Punkte” (Ortsvektoren) - v = 7
festgelegt. -1
Betrag (Ldnge) von Vektoren 4 Lange(v)

Der Betrag eines Vektors lasst sich mit dem Be-
fehl Ldnge bestimmen.

- +/59

Raumliche Darstellung: 3D-Grafik

Durch Aktivieren der Ansicht 3D-Grafik werden
die definierten Objekte 3-dimensional darge-
stellt.

Die Ansicht im 3D-Fenster kann komfortabel mit-
hilfe der Maus beliebig verdndert werden. Auf
diese Weise ist es moglich, die gegenseitige Lage
verschiedener Objekte zu erforschen bzw. aussa-
gekraftig darzustellen.

Im 3D-Fenster kénnen auBerdem weitere Optio-
nen zur Darstellung der dreidimensionalen Ob-
jekte ausgewahlt werden, z. B.:

Drehen der Ansicht starten/stoppen:
Hier wird die 3D-Grafik-Ansicht automatisch
verandert. Die Drehrichtung und die Drehge-
schwindigkeit kann festgelegt werden.

¥ 3D Grafik
| ACYHv(Tv Evugy

Blickrichtung einstellen:
Damit kann zwischen den Ansichten in Rich-
tung der * x-y-Ebene, der " x-z-Ebene und
der 7 y-z-Ebene gewechselt werden und



mit 2 wird die Ansicht in Standardblickrichtung
wiederhergestellt.

' Projektion fiir 3D-Brille

Mit der Projektion fur 3D-Brillen kann das 3D-
Fenster in ein Rot-Cyan-Bild verandert werden.
Betrachtet man dieses mithilfe einer handelsubli-
chen Rot-Cyan-Brille, so entsteht vor dem Auge
des Betrachters eine plastische dreidimensionale
Darstellung.

Speziell diese Darstellung kann im Unterricht ver-
anschaulichend und motivationssteigernd wir-
ken.

Produkte von Vektoren
S-Multiplikation:

Berechnung der Koordinaten des Mittelpunkts
einer Strecke

Skalarprodukt:

Berechnung des Skalarprodukts zwischen zwei
Vektoren und Berechnung des Winkels zwischen
zwei Vektoren

AuBeres Vektorprodukt - Kreuzprodukt:

Berechnung des Flacheninhalts der Dreiecksfla-
che

Vektorgleichung

Gleichungen mit Vektoren sind im CAS komfor-
tabel zu 16sen, da sie als Vektorgleichungen ein-
gegeben werden kénnen, z. B.:

0 0 3 6
r-{0|+s-|1|+t-|0|=|6| mit r,5,teR

2 0 0 6

5

6

7

M:=0.5* (A + B)

11 3
*""==(57575)

Skalarprodukt(v, (-3,2,5))
-0

Winkel(v, (-3,2,5))

-5
27T

Flache:=0.5*Lange(Kreuzprodukt((1,1,1),(2,1,-2),(3,-3,3)))

— Flache := 2.55

8

Lose(r*(0,0,2)+s*(0,1,0)+t*(3,0,0)=(6,6,6),{r,s.t})
5 {{r=3,s=6,t=2}}
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Geraden

Die Gerade g ist durch die Punkte A und B fest-
gelegt:
A(=1]-3]2)und B(2|4]1)
So hat g folgende Gleichung:
g:X=0A+A-AB mitAeR
-1 3

=3 |+A| 7
2 -1

g:X

Zeilen 1 - 2: Eingabe der Punkte als Ortsvektoren
Zeile 3: Berechnung des Richtungsvektors

Zeile 4 - 5: Definition der Geraden fur die 3D-
Ansicht

Lagebeziehungen zweier Geraden

Zeilen 1 - 6: Bestimmung der Koordinaten des
Schnittpunkts zweier Geraden (durch Losen des
zugehorigen Gleichungssystems) sowie spitzen
Schnittwinkels

A=(-1,-32)
- A= (—1,-3,2)

B:=(2,4,1)
- B:= (2,4,1)

v:=B-A
3
-5 V= 7
-1
Gerade(A,v)

5 X=(=1,-3,2)+ A (3,7,-1)

g(A):=A+A*v
- g(A) = (BA—-1,7A-3,-1+2)

g(h):=(1,0,2)+A*(-1,2,7)
4 g(A) = (17072)+>‘ (_17237)

h(u):=(-2,2,-15)+p*(1,0,12)
v h(p,) = (_2727_15)"‘,“' (170712)

Lose[g(A)=h(u).{A,1} ]

- {{A = 17"" = 2}}
a(1)

- (0,2,9)
Winkel[(-1,2,7), (1,0,12)]
~ 0.35

$5/ (21m) 360

~ 20.28




Ebenen

Im folgenden Beispiel ist die Ebene E durch die
Punkte A, B und C festgelegt:

A(1]315),B(1]1]0) und C(-2]0]3)

Damit ergibt sich folgende Gleichung fur die
Ebene E:

E:X=0A+A-AB+u-AC mitA,ueR

1 1 -2
E:X=|3|+A|1|+p-| 3
5 0 0

und entsprechend in Normalenform:
E:n_E~(>_(—Cﬁ):O bzw.
E:(ABxAC)-(x-0A)=0

Zeilen 1 - 3: Eingabe der Ortsvektoren

Zeile 4: Eingabe des Ortsvektors von
D(x1 | xz | x3)

Zeile 5: Koordinatenform der Ebenengleichung
berechnen

Zeile 6: Die Ebenengleichung kann vom CAS
auch Uber den Befehl Ebene berechnet werden.
Hierbei ist zu beachten, dass das CAS die Ebe-
nengleichung mit den Variablen x, y und z aus-
gibt.

Die hier definierte Ebene E kann samt Aufpunkt
und Richtungsvektoren in der 3D-Ansicht be-
trachtet werden. Den Schilerinnen und Schilern
kann damit ein weiterer Zugang zur Vorstellung
eines dreidimensionalen Objekts angeboten wer-
den.

Lagebeziehungen von Ebenen

Lagebeziehungen kénnen im 3D-Grafikfenster
unmittelbar visualisiert werden.

Mithilfe des in der Werkzeugleiste zur Verfigung
stehenden Geometriewerkzeugs ,Schneide zwei
Flachen” lasst sich in wenigen Schritten (Ankli-
cken der beiden Ebenen) die Schnittgerade der
beiden Ebenen ermitteln, deren Gleichung (na-
herungsweise) unmittelbar im Algebra-Fenster
angezeigt wird:

f: x=1(0.29, 0.29,0.29) + A (5, 5, -1)

3 Einsatz von CAS im Themengebiet Analytische Geometrie

a:=(1,3,5)
1
- a = 3
5
b:=(1,1,0)
z 1
0
c:=(-2,0,3)
: -2
—- € 1= 0

Skalarprodukt[Kreuzproduki[b-a, c-a], d-a]=0
> —11x4+15x—6x3—4=0

Ebene E

6 | E(x_1,x_2,x_3):=Ebene((1, 3, 5),(1, 1, 0),(-2, 0, 3))

-+ E:= —11x4 15y —6z=4

P 3D Grafik

4
o
5 | F:=x+2y+5z=15
o

- F: —x+2 y+H

L —— v
) Algebra

Ebene M
@E:x-y=0 |
OF: -x+2y+52=1:

Gerade b ~_

@ f X=(0.29,0.29, :

Eerade f: Schnittgerade von F, E
]l
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3 Einsatz von CAS im Themengebiet Analytische Geometrie

3.2 Vektoren im IR? und im IR3

Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Durch den Einsatz eines CAS wird die Festigung des raumlichen Vorstellungsvermégens und die Entwicklung der Vorstel-
lung von Lagebeziehungen im Raum gefordert.

Im Zusammenhang mit den beschriebenen Vorschlagen zur Unterrichtsgestaltung kommen insbesondere folgende CAS-
Grundfertigkeiten zur Anwendung:

Punkt definieren

Vektor definieren

Vektorkette aufstellen

Skalarprodukt berechnen

Vektorprodukt berechnen

Betrag eines Vektors berechnen

MaB des Winkels zwischen zwei Vektoren bestimmen

* & & & o 0o o

Aufgabe 1: Pyramide — nach Fachabiturpriifung Bayern 2018, Technik B II

Ein Hotel wurde in Form einer vierseitigen Pyramide mit glasernen Seitenflachen gebaut. In einem kartesischen Koordi-
natensystem des R? stellen die Punkte A(2[1|3), B(2|31]3), C(-28|31|3) und D(-28|1|3) die Eckpunkte der
Grundfléche und der Punkt S(=13]16|30) die Spitze der Pyramide dar.

a) Zeigen Sie, dass die Grundflache ABCD des Hotels quadratisch ist.
b) Ermitteln Sie das MaB3 des Winkels zwischen einer Diagonalen der Grundflache und einer AuBenkante der Pyra-
mide.

Zielsetzung Ubung

Voraussetzung Lange eines Vektors, Skalarprodukt, Winkel zwischen zwei Vektoren

Hinweise zur Bearbeitung

Zu a)

Zeilen 1 - 5: Eingabe der Koordinaten der Punkte
Zeilen 6 - 7: Prifung auf Langengleichheit

Zeile 8:. Berechnung einer WinkelmaBzahl mit
dem Befehl Winkel. Das Ergebnis wird im Bogen- . —
maB ausgegeben. gL

Zeilen 9 - 10: Prufung auf Orthogonalitat mithilfe
des Skalarprodukts

Computeralgebrasysteme (CAS) im Mathematikunterricht an der Beruflichen Oberschule



Zu b)

Zeile 11: Berechnung der gesuchten WinkelmaB-
zahl

Zeile 12: Berechnung eines Naherungswerts fir
das Maf des Winkels im Bogenmaf3

Zeile 13: Umrechnung in das GradmaRB

A=(2,1,3)
- A:=(2,1,3)

B:=(2,31,3)
-+ B := (2,31,3)

C:=(-28131]3)
- C:= (—28,31,3)

D:=(-28]1]3)
-+ D := (—28,1,3)

S:=(-13] 16 30)
- S := (—13,16,30)

Lange(B-A)
- 30

Lange(C-B)
-+ 30

Winkel(B-A,C-B)

- -7

2

Skalarprodukt(B-A, C-B)
-+ 0

10

Skalarprodukt(A-D, C-D)
-+ 0

1l

Winkel(C-A,S-A)

- cos!(5 ﬂ
131

12

Numerisch($11)
- 0.9

1%

Numerisch($12 * 180 / )
- 51.84
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Aufgabe 2 I
6

Ein Schlitten wird durch die Zugkraft F; =| 4 | reibungsfrei auf einer Ebene E gezogen. Der Normalenvektor der Ebene
8

1
E lautet: ne =| —1/|. Auf die Angabe und Mitfihrung der Einheiten wird verzichtet.
6

Prufen Sie, ob sich der Schlitten in Richtung von V; und/oder v, bewegt.

4.5
a)  Vy=| 5

0,1

89
b)  V,=|101

2
Zielsetzung Ubung

Voraussetzung Vektorketten, Gleichungssysteme, Vektorgleichungen, lineare Abhangigkeit, Grundwissen aus der Physik

Hinweise zur Bearbeitung 1 6
Die definierten Objekte kénnen in der 3D-An- - 5= q
sicht visualisiert werden. 8
n:=(,-1,6)
2 1
. - n:= -1
’ 6
v_1:=(4.5,5,0.1)
9
9 2
=+ vy = 5
1
T 10
x5
v_2:=(89,101,2)
& 89
-+ V2 = 101
2

5 Lose(k_1n+k_2v_1=s{k 1,k 2})
- {}

Zu a)

Zeilen 1 - 4: Definition der Vektoren
Zeile 5: Loésen der Vektorgleichung

Hinweis: Bei manchen CAS muss das zugrunde
liegende Gleichungssystem explizit eingegeben
werden.

Die drei Vektoren sind linear unabhangig.



3 Einsatz von CAS im Themengebiet Analytische Geometrie

Zub) Lose(k_1n+k 2v_2=s{k 1,k 2})
Die Vektorgleichung ist l6sbar. 25 1
Die drei Vektoren sind linear abhangig. 9 9

Aufgabe 3: Sonnensegel

In einem Schwimmbad wurde ein neues Sonnensegel fur das dortige Kinderplanschbecken aufgebaut. Das Sonnensegel
besitzt eine dreieckige Form und ist an den Ecken an Pfosten befestigt (siehe Skizze). Leider hat man festgestellt, dass
das Sonnensegel in der Mitte bei Regen zu stark durchhangt und sich Wasser in diesem Durchhang sammelt. Deshalb
soll es zusatzlich von oben an einer geeigneten Stelle befestigt und gehalten werden, damit das Wasser abflieBt.

Die Bauarbeiter vor Ort haben eine maB-
stabsgetreue Skizze von der derzeitigen Si-
tuation angefertigt. Nun ist derjenige
Punkt auf dem Sonnensegel gesucht, an
dem die zusatzliche Befestigung ange-
bracht werden muss, damit der beabsich-
tigte Effekt maximal wird.

Besfestigungshéhe: 2,80m

festigungshéhe: 3,40m

Ermitteln Sie die Koordinaten dieses
Punkts.

Mit der Annahme, dass mit der zusatzli-
chen Befestigung das Sonnensegel eben
ist, soll der Flacheninhalt des Sonnensegels
bestimmt werden. Berechnen Sie die MaB-
zahl des Flacheninhalts. Begriinden Sie, warum diese MaBzahl nicht direkt aus der maBstabsgetreuen Zeichnung be-
stimmt werden kann.

1 Meter
S———————— Besfestigungshche: 3,20m

Zielsetzung Ubung (Vektorrechnung, Argumentieren im Sachzusammenhang)
Voraussetzung Schwerpunkt eines Dreiecks, Bildung von Vektorketten

Anmerkung: Zusatzlich kann der Flacheninhalt der beschatteten Flache bestimmt werden, sofern ausreichende Infor-
mationen Uber die Richtung der Lichtquelle angegeben werden.
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Hinweise zur Bearbeitung

Ein geeignetes Koordinatensystem wird gewahlt.
Die Koordinaten der Punkte A und C koénnen
dann durch Abmessen aus der maBstabsge-
treuen Skizze bestimmt werden. Die Hohe der
Punkte Uber dem Boden wird durch die x3-Ko-

ordinate dargestellt.

Mithilfe der dynamischen Geometriefunktion des
CAS lassen sich das Dreieck ABC sowie der zuge-
horige Schwerpunkt darstellen.

Zeilen 1 - 3: Definition der Ortsvektoren

Zeile 4 - 5. Berechnung des Ortsvektors des
Schwerpunkts

Zeile 6: Die MaBzahl des Flacheninhalts des Drei-
ecks lasst sich direkt mit dem Befehl Fldche be-
rechnen.

Zeile 7 - 8: Alternative Berechnung mithilfe des
Kreuzprodukts

A =(-3,32.8)

B:=(0,0,3.2)

16
-+ B = (0,0, ?>

C:=(2234)

17
- C:= (2,2, ?)

0s:=1/3*(A+B+C)

- 08 1=

W o W|=

ﬂ
15

S:=1/3*(A+B+C)

s 1 5 47
'_ 3’3’15

Flache( AB,C)
- 6.04

0.5*Lange(Kreuzprodukt((B-A), (C-A)))
1
- 2 V146

Numerisch($7)
- 6.04



3.3 Geraden und Ebenen

Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Im Zusammenhang mit den beschriebenen Vorschlagen zur Unterrichtsgestaltung kommen insbesondere folgende CAS-
Grundfertigkeiten zur Anwendung:

Gerade durch ihre Gleichung definieren

Ebene durch ihre Gleichung definieren

Abstand zwischen Punkten, Geraden und Ebenen berechnen
Koordinaten des Schnittpunkts einer Geraden mit einer Ebene berechnen
Gleichung der Schnittgeraden von zwei Ebenen berechnen

* & & o o

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(2|-3|5), B(1|1]3), P(0,5]3]2) und Q(1|6|3) gegeben.

a) Bestimmen Sie eine Gleichung der Geraden g, die durch die Punkte A und B verlduft. Priifen Sie, ob die Punkte P
und Q auf g liegen.

b) Bestimmen Sie eine Gleichung der Geraden h, die g senkrecht schneidet und den Punkt Q enthalt.

Zielsetzung Ubung (Festigung von Grundfertigkeiten im Umgang mit Geradengleichungen)

Voraussetzung Geradengleichung, Skalarprodukt

Hinweise zur Bearbeitung

1 A:=(2,-3,5)

Zu a) ® - A:= (2,-3,5)
Zeilen 1 - 3: Definition der Geraden 2 B=(1,1,3)

Zeilen 4 - 7: Prufung der Lagebeziehung ® - B:=(,1,3)

g(\):=A+A*(B-A)
- g(A\) = (2=, —-3+41,5-2))

P:=(05,3,2)

1
-5 P = (5,3,2>

Q:=(1,6,3)
- Q:= (1,6,3)

[ N

o v

Lose(g(A)=P)

- {-3)

7 Lése(g(h=Q)
- {}
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Zu b)
Bestimmung des Richtungsvektors von h

Zeile 8: Vektor XQ ; X ist ein beliebiger Punkt auf
der Geraden g.

Zeilen 9 - 10: Bestimmung der Koordinaten von
X, sodass XQ senkrecht zu g ist

Zeile 11: Ausgabe der Gleichung der Gerade h

g_{gQ}(A_L)=g(A_L)-Q
= gga(A) = (A + 1,42 -9, -2+ 2)

9
i {AL=

Lése(Skalarprodukt( g_{gQ}A_L),B-A )=0,A_L)

41
21

10

0_{0Q}(41/21)
25

L (-2 25 4
21° 217 21

11

h(u):=Q+p*g_{gQ}(41/21)

20 25 40
h(p) == (1— =5 p,6— = p,3— —
= h(p) ( 51 M0 — 57 33— o9 u)

Aufgabe 2

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(1]3|5), B(1|1/0) und C(-2|0|3) gegeben. Sie legen die

Ebene E fest.

a)  Bestimmen Sie jeweils eine Gleichung der Ebene E in Parameterform und in Koordinatenform.

b)  Prufen Sie, ob die Punkte P(—1|-3|4) und Q(19]|15]2) in der Ebene liegen.

Zielsetzung
natenform)

Ubung (Festigung von Grundfertigkeiten im Umgang mit Ebenengleichungen in Parameter- und Koordi-

Voraussetzung Ebenengleichung in Parameter- und Koordinatenform

Hinweise zur Bearbeitung
Zu a)

Zeilen 1 - 3: Eingabe der drei Punkte

Zeile 4: Definition der Gleichung in Parameter-
form

88

A'=(1,3,5)
-+ A := (1,3,5)

B:=(1,1,0)
-+ B := (1,1,0)

C:=(-2,0,3)
5 C:= (—2,0,3)

e(A,p):=A+N*(B-A)+p*(C-A)
- e(Apu)=1-3p,3-22-3p,5-5Xx—-2pu)



Zeilen 5 - 6: Bestimmung der Gleichung in Koor-
dinatenform

n_E:=(Kreuzprodukt((B-A), (C-A)))
—11

15
—6

= Ng ( )
Skalarprodukt(n_E,(x_1,x_2,x_3)-A )=0
-+ —11x4+15x—6x3—4=0

Zeile 7: alternatives Vorgehen (nicht bei allen
CAS maoglich)

a:=Ebene(A,B,C)
-+ a:=—11x+15y - 6z=4

P = (-1,-3 4)
Zeilen 8 - 11: Uberprifung, ob P und Q in der -+ P:=(-1,-3,4)

Ebene E liegen 5
Lése(e(A,1)=P {A,u})

- {}
Q:=(19,15,2)
- Q := (19,15,2)

Lose(e(A,u)=Q,{A,u})
g {{A =3,p= _6}}

11

i
Aufgabe 3

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Gerade

6 -2
g:x=[7|+A:| 5|, AeR und derPunkt P,(-2|1]a) mit acRR
2 4

gegeben. Bestimmen Sie den Wert von a so, dass P, von g den Abstand 10 [LE] hat.

Zielsetzung Ubung

Voraussetzung Geradengleichung, Lange eines Vektors, Abstand Punkt — Gerade

g(\):=(6,7,2)+A*(-2,5,4)
5 g(A) = (6—2X,7T+5X,2+42)

Hinweise zur Bearbeitung

Zeilen 1 - 2: Definition der Geraden g und des

Punktes P, P(a):=(-2,1a)

- P(a) := (—2,1,a)
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Lose[Skalarprodukt[(-2,5,4), g(A)-P(a)]=0,A]
Zeilen 3 - 4: Bestimmung der Koordinaten des { 4 22}

LotfuBpunktes F A= a5 a— T

F(a):=g(4 / 45 a - 22 / 45)

F(a) 8 +314 4 +41 16 +2
- F@=(-—a+-—,-a+—, — a+ —
45 45’9 9’45 45

. . . . Lose[Lange[F(a)-P(a)] = 10,a]
Zeile 5: Die moglichen Werte von a ergeben sich | g

als Lésungen der Gleichung ‘ﬁ—@‘ =10. L da= —42vV5+2 a= 42V5+2
29 ’ 29
Lésungsvariante d(A):=Abstand[g(A), P(a)]
Alternativ kann mithilfe des CAS der Abstand von 3 - d()) = \/(2 A—8)24(-5A1—6)2+(a—4x—2)

P, zu g auch mithilfe der Differenzialrechnung er-

mittelt werden. Die nebenstehenden Zeilen 3und Lose[Ableitung[d(A)]=0,A]

4 ersetzen die obige Zeile 3. A= 4 o 22
7T 45 45
Weitere Lésungsvariante E:=Skalarprodukt[(x,y,z)-P(a), (-2,5,4)]=0

Zeile 3: Gleichung einer Ebene, die den Punkt P, -~ E: —4a—-2x+5y+42-9=0

enthalt und senkrecht zu g ist Ersetze[E, {x=6-2A,y=7+5A,z=2+4\}]

Zeilen 4 - 5: Bestimmung des Schnittpunkts von E - —4a+45A+22=0

und g Lose[$4,A]

Zeile 6: Die moglichen Werte von a ergeben sich
Lése[Abstand[P(a),g(4 / 45 a-22/45)] =10,a]

{a_—42\/§+2 _42\/§+2}

als Losungen der Gleichung ‘CTF—O?‘ =10. 6

29 @ 29
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Gegenseitige Lage von zwei Geraden, von zwei Ebenen sowie von einer Geraden und einer Ebene

Anhand der folgenden Aufgaben 4 bis 9 kdnnen die Schilerinnen und Schiler mégliche Falle untersuchen. Es bietet sich
eine Bearbeitung dieser Aufgaben in unterschiedlichen Sozialformen an, z. B. in Form eines vereinfachten Expertenpuzzles.

|

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Geraden

8 3 1 1
g:x=|[1|[+A 1], AeR und h: x=| 5 |+y[-2], peR
7 2 -9 4

gegeben. Zeigen Sie, dass sich g und h schneiden.

Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts sowie das MaB3 des Schnittwinkels der beiden Geraden.

Zielsetzung Ubung (Untersuchung der gegenseitigen Lage von zwei Geraden)

Voraussetzung Geradengleichung, Winkel zwischen Vektoren, Gleichungssysteme

Hinweise zur Bearbeitung gN):=(8.1.7)+A%(3,1.2)

Der Nachweis, dass sich die Geraden schneiden, S og(A) = BA+8,A+1,20+7)
kann z. B. dadurch erfolgen, dass die Losbarkeit
der entsprechenden Vektorgleichung (Zeile 3) do- 5

h(u):=(-1,5,-9)+u*(1,-2,4)

kumentiert wird. - h(p) == (p—1,-2p+5,4p—09)
Zeilen1 - 2: Definition der Geraden g und h 3 | Lose[g(A)=h(u)]

Zeile 3: Bestimmung der Schnittmenge - {A=-2p=3}

Zeile 4: Berechnung der Koordinaten des Schnitt- 4 92)

punkts - (2,-1,3)

Zeile 5: Berechnung des WinkelmaBes e Wi’;';egf'1'2)'(1"2'4)]*180/ m

Aufgabe 5 I

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Geraden
-9 11 -10 5
g:x=| 1|+A| 1], AeR und h:x=| 3 |+p:|-1|, peR
-1 2 -2 3
gegeben.

Zeigen Sie, dass g und h windschief zueinander sind, und bestimmen Sie den Abstand der beiden Geraden.

Zielsetzung Ubung (Untersuchung der gegenseitigen Lage von zwei Geraden)

Voraussetzung Geradengleichung, Winkel zwischen Vektoren, Abstand Punkt — Gerade
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Hinweise zur Bearbeitung

Zeilen 7 - 8: Nachweis, dass g und h nicht parallel
sind und keinen gemeinsamen Punkt haben

Zeilen 9 - 10:

Mithilfe des CAS kénnen die Koordinaten der bei-
den LotfuBpunkte durch Lésen des Gleichungs-
systems

Do(ih—ig):o und Vo(ih—ig)zo

verhaltnismaBig einfach ermittelt werden, wobei
i und V Richtungsvektoren und xg und xn die

Ortsvektoren von Punkten auf g bzw. h bezeich-
nen. In diesem Beispiel wurden, anstelle des Be-
fehls Skalarprodukt, direkt die beiden Vektoren
miteinander multipliziert, welches das hier ver-
wendete CAS korrekt interpretiert.

A=(91,-1)
- A = (—9, 1,—1)

u=(11,1,2)

11
> u = 1
2

B:=(-10,3,-2)
~ B := (—10,3,-2)

v:=(5,-1,3)

g(A):=A+A*u
- g(A):=(11A-9,X+1,2X-1)

Lése[u=k*v K]

- {}

Lose[g(A)=h(u).{Au}]
- {}

Lose[{u*(h(u)-g(A))=0,v*(h(1)-g(A))=0}.{A,u}]

L4320
” “162°H T 27

10

Lange[Ersetze[h(M) - g(A),$91]

1
- \/10'63'ﬁ

11

Vereinfache[$10]

V10

- 7. =
18



Aufgabe 6

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Ebene

05\ (-05) (-05 5 _
E:x=|25|+A| 1 |+p-| 15 |, ApueR und die Gerade g:x=|-13|+p-| 3 |, peR
2 -0,5 0 -6 2

gegeben.

Zeigen Sie, dass sich E und g schneiden. Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts sowie das MaB des Winkels,
unter dem sich die Gerade g die Ebene E schneiden.

Zielsetzung Ubung (Untersuchung der gegenseitigen Lage von einer Geraden und einer Ebene)

Voraussetzung Ebenengleichung in Parameterform, Winkel zwischen Vektoren, Gleichungssysteme

Hinweise zur Bearbeitung e(\1):=(0.5,2.5,2)+\*(-0.5,1,-0.5)+1*(-0.5,1.5,0)

1 1 1 5 3 1
- e(A,p) = (5—5 )\—5 M,§+>\+§ H72—§ >\>

Zeile 1: Definition der Ebene E 1

Zeile 2: Definition der Gerade g

9(p):=(-2,-13,-6)+p*(-1,3,2)

Zeile 3: Nachweis, dass sich E und g schneiden 5
- g(p) == (—p—2,3p—13,2p—6)

Zeilen 4 - 7: Bestimmung der Koordinaten des

Schnittpunkts sowie des MaBes des eingeschlos- Lésele(A,)=g(p)]
senen Winkels 3 15
- {{A=46,u=—56,p=—?}}
-15/2
4 9 )

11 71
- (7’—?’—21)

Winkel[(-1,3,2),Kreuzprodukt[(-0.5,1,-0.5),(-0.5,1.5,0)]]

5 R
1 7 + arcsin ﬂ
2 77
6 $5/1180
~ 99,27
7 $6-90
~ 9.27
Lésungsvariante n:=Kreuzprodukt[(-0.5,1,-0.5), (-0.5,1.5,0)]
Ausgehend von einem Normalenvektor n von E
l&sst sich ein moglicher Schnittpunkt von Eundg 3
auch durch Lésen der Gleichung ® - n:=

A o(ig —ﬁ) =0 bestimmen, wobei A ein Punkt

BlRBlR R

der Ebene E ist und xg der Ortsektor eines Gera-

denpunks von g bezeichnet. Lose[Skalarprodukt[n, g(p)-(0.5,2.5,2)]=0]

Liefert das CAS eine eindeutige Losung fur die Va- 15
riable (Zeile 4), so schneiden sich E und g in einem - { }
Punkt. Hinweis: Lage g in E, dann wirde das CAS
{p=p} ausgeben.
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Aufgabe 7

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Ebene

-1 -1 -1
E:x=| 3
0 1 0

gegeben.

0 —1

+A-| 2 |[+p-| 2|, AueR und die Gerade g:x=|0|+p-| 2 |, peR

0 3

Zeigen Sie, dass g parallel zu E ist, jedoch nicht in E verlauft. Bestimmen Sie den Abstand von E und g.

Zielsetzung Ubung (Untersuchung der gegenseitigen Lage von einer Geraden und einer Ebene)

Voraussetzung Ebenengleichung in Parameterform, LotfuBpunkt, Gleichungssysteme

Hinweise zur Bearbeitung

Zeile 1: Definition der Ebene E

Zeile 2: Definition der Geraden g

Zeile 3: Nachweis der Lagebeziehung

Zeilen 4 - 7: Berechnung der Koordinaten des Lot-
fuBpunktes

Zeile 8: Bestimmung des Abstands

e(A\,M):=(-1,3,0)+A*(-1,2,1)+p*(-1,2,0)
s> e(Mp) = (- A—p—1,2X4+2p+3,1)

g(p):=(0,0,0)+p*(-1,2,3)
- g(p) == (—p,2 p,3 p)

Lose(e(A,1)=g(p).{A,1,pP})
- {}

n_E:=Kreuzprodukt( (-1,2,1),(-1,2,0) )

W:(:z)

|_E(0):=(0,0,0)+0*(n_E)
- lg(o) := (-2 0, —0,0)

Lose(e(A,u)=I_E(0),{A,4,0})

B )

L:=(_E(-1/5))

2 1
- L := (g,g,o)

Lange(L-(0,0,0) )
1

- —

V5



Aufgabe 8

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Ebenen

0,5 -0,5 -0,5 5 1 -1

E:x=|25|+A-| 1 |+p:| 15 |, ApyeR und F:x=[0|+0-|1]|+T:| 3|, 0,TeR
2 -0,5 0 2 2 1

gegeben.

Zeigen Sie, dass sich E und F schneiden und bestimmen Sie eine Gleichung der Schnittgeraden.

Zielsetzung Ubung (Untersuchung der gegenseitigen Lage von zwei Ebenen)

Voraussetzung Ebenengleichung in Parameterform, Gleichungssysteme

Hinweise zur Bearbeitung E(A,M):=(0.5,2.5,2)+\*(-0.5,1,-0.5)+u*(-0.5,1.5,0)
04 3. - - 1 1 1 1 5 3 1
Zeile 3: Nachweis der Lagebeziehung N N el Wi et e _ =
E(A, 1) (2 S AT 3 o tA+ S 2 2)\)

Zeile 4: Bestimmung der Koordinaten eines Punk-

tes auf der Schnittgeraden F(0,1):5(5,0.2)+0*(1,1,2)+1%(-1,3,1)

- F(oy7) i= (6 —7+5,0+3 71,20+ 74+2)

Lése[E(A,u)=F(o,7)]

1 11
- {{)\:—4T+22,,u=5‘r—20,a‘= 3 T—?}}

FA/2T1-11/27)

4 1 1 7 11

LOsungsvariante n:=Kreuzprodukt[(-0.5,1,-0.5), (-0.5,1.5,0)]

Ausgehend von einem Normalenvektor n von E
lassen sich die Koordinaten der Geradenpunkte 3
der Schnittgeraden von E und F auch durch Losen ®

der Gleichung ﬁo(ip —O—A)zo bestimmen, wo-

J

=

|
BlRBlR AW

bei A ein Punkt der Ebene E ist und xf den Orts-
vektor eines Punkts der Ebene F bezeichnet.

4 | Lose[Skalarprodukt[n, F(c,1)-(0.5,2.5,2)]=0,1]
- {r=20+11}

Ersetze[F(o, 1),%4]
- (-0 —6,70+ 33,4 0+ 13)
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Aufgabe 9

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Ebenen

4 4 -2 3 2 4
E:x=|-4|+A O [+py| 3 |, AyeR,und F:x=|-2|+0| =2 |+7/0,5|, 0,TeR
2 -3 1,5 -4 -1,5 -3

gegeben. Zeigen Sie, dass E und F zueinander parallel, jedoch nicht identisch sind und bestimmen Sie den Abstand der
beiden Ebenen.

Zielsetzung Ubung (Untersuchung der gegenseitigen Lage von zwei Ebenen)

Voraussetzung Ebenengleichung in Parameterform, LotfuBpunkt, Gleichungssysteme

Hinweise zur Bearbeitung E(M) = (4,-4,2)+A%(4,0,-3)+1*(-2,3,1.5)

Zeilen 1 - 2: Definition der Ebenen E und F 1 =+ B0k i = <4/\_ 5 pc B u—il, <A g g M+2>
F(o,7) := (3,-2,-4)+0*(2,-2,-1.5)+1%(4,0.5,-3)
2 1 3
- F(o,7) = 20’+4T+3,—20‘+§ T—2,—5 oc—3717—4

3 | Lése(E(A,u)=F(o,1),{\,4,0,T})

Zeile 3: Nachweis der Lagebeziehung - {
n_E:=Kreuzprodukt( (4,0,-3),(-2,3,1.5) )
4
Zeilen 4 - 7: Berechnung des LotfuBpunktes 9
= Ng = 0
12
I_E(€):=(3,-2,-4)+e*(n_E)
R lg(e) == (9e+3,-2,12¢ —4)
z Lose(E(A,M)=1_E(€),{A,u,})
67 2 9
AP =fn=te=al]
L:=(I_E(9/25
- (I_E(9/25))
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4 Einsatz von CAS im Themengebiet Stochastik

Im Zusammenhang mit den beschriebenen Vorschldgen zur Unterrichtsgestaltung kommen insbesondere folgende CAS-

Grundfertigkeiten zur Anwendung:

Termwert berechnen

Gleichung l6sen
Tabellenkalkulation durchfuhren
Histogramm zeichnen

* & & o o o

4.1
Befehle

CAS als herkémmlichen Taschenrechner verwenden

Binomialverteilung im Sachzusammenhang anwenden

Schnelleinstieg in das Themengebiet - Wichtige grundlegende

Kombinatorik

Zeilen 1 - 4: Befehle nPr und nCr analog wie bei
herkdmmlichen Taschenrechnern

Binomialverteilung

Ziele 1 - 2: Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten
Poos(X=4) und P5%s (X <4)

Zeile 3: alternative Eingabe von P 5% (X < 4)

nPr(z, k)
z!
T (k+2)!

nPr(12, 3)
- 1320

nCr(z, k)
z!
(—(k —2z))! k!

—

nCr(12, 3)
- 220

Numerisch(Binomial(20, 0.25, 4, false), 5)
— 0.18969

Numerisch(Binomial(20, 0.25, 4, true), 5)
— 0.41484

Numerisch(Binomial(20, 0.25, 0..4),5 )
— 0.41484
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4 Einsatz von CAS im Themengebiet Stochastik

Haufig bieten CAS auch die Moglichkeit, mithilfe
von Tabellenkalkulationen die Binomialverteilung
grafisch darzustellen. Das Modul ,Wahrschein-
lichkeitsrechner” beim hier verwendeten CAS er-
leichtert das Vorgehen wesentlich.

Simulation von Bernoulli-Experimenten

Bernoulli-Experimente kénnen mit CAS simuliert
werden. Das Ergebnis fir z. B. acht aufeinander-
folgende Munzwirfe, wird zusatzlich grafisch
dargestellt.

» Wahrscheinlichkeitsrechner
Verteilung  Statistik
k PX=k)
0 | 00032
1 00211
B 2 |0.0669
3 101339
4 101897
] 5 02023
6 |0.1686
7 101124
8 |0.0609
9 00271
: . —| 10| 0.0099
10 15 2011110003
p=5 0=19365 | 12|0.0008
/| Binomial v
n 20 p 025
18 E
P( 0 =X=4 )= 04148
» CAS » Grafik
4 | wuerfe:=Folge(Zufallszahl(1, 2), n, 1, 8) | |Anzahl
-+ wuerfe := {1,2,2,1,1,2,2,2} |,
2 | ar=Histogramm({0.5,1.5,2.5}, wuerfe) 2
® | —+ a:=8 5 ]

Computeralgebrasysteme (CAS) im Mathematikunterricht an der Beruflichen Oberschule




4.2 ZufallsgroBe und Wahrscheinlichkeitsverteilung

Im Gegensatz zu den herkdmmlichen Taschenrechnern erleichtert der Einsatz von CAS die Simulation von Zufallsexperi-
menten und deren grafische Auswertung sehr.

Vorschlage zur Unterrichtsgestaltung

Aufgabe 1: Gepackstiicke — nach Priifung zum Erwerb der fachgebundenen Hochschulreife Bayern 2011,

Technik S Il

Auf dem Nurnberger Flughafen werden die zu transportierenden Gepackstticke unabhangig voneinander auf ein Forder-
band gelegt. Die Wahrscheinlichkeit, dass eines dieser Gepacksticke fur den Zielflughafen Palma de Mallorca bestimmt
ist, sei p.

Die Wahrscheinlichkeit, dass von zwei aufeinanderfolgenden Gepackstiicken héchstens eines fur den Zielflughafen Palma
bestimmt ist, sei 87,75 %. Berechnen Sie daraus die Wahrscheinlichkeit p.

Zielsetzung Ubung

Voraussetzung binomialverteilte ZufallsgroBe mit unbekannter , Treffer-Wahrscheinlichkeit”

Hinweise zur Bearbeitung

Die Schulerinnen und Schuler verwenden das CAS Lose(Binomial(2, p, 1, true)=.8775, p)
zum Losen der Gleichung P(X < 1) = 0,8775. Nur 1 7 7
das positive Ergebnis ist fur die Wahrscheinlich- - {P =~59'P~ %}

keit p sinnvoll.

Loése(Binomial(2, p,0..1)=.8775,p)

7 7
- = - — = —
P 20°" 7 20

Aufgabe 2: Meniivarianten — nach Fachabiturpriifung Bayern 2017, Nichttechnik S Il

Die Fluggesellschaft TransAir bietet ihren Fluggasten neben den Standardments auch rein vegetarische MenUs an. Von
den verschiedenen Mendvarianten ist nur die vegetarische Kost mit einem alkoholfreien Getrank ohne Aufpreis erhalt-
lich. Fur ein Standardment selbst wird ein Aufpreis von 3 € und fur ein alkoholisches Getrank generell ein Aufpreis von
2 € erhoben. Die ZufallsgréBe X beschreibt den mdglichen Aufpreis in €. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X lautet:

X 0 2 3 5

P(X = x) 0,15 0,05 0,4 04

a) Berechnen Sie den durchschnittlich zu zahlenden Aufpreis sowie die Standardabweichung von X.
b) Stellen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X in einem Histogramm dar.

Im vollbesetzten Flugzeug sitzen 200 Fluggaste.

¢) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:

E1 : ,Mindestens 30 Fluggaste zahlen keinen Aufpreis. "
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E2 . ,Mehr als 25, aber hochstens 35 Fluggaste zahlen keinen Aufpreis. "

d) TransAir vermutet, dass infolge des gestiegenen Gesundheitsbewusstseins in der Bevolkerung der Anteil derjeni-
gen, die keinen Aufpreis zahlen missen, zugenommen hat (Gegenhypothese). Daher wird fur das voll besetzte
Flugzeug ein Hypothesentest auf dem Signifikanzniveau von 5 % vorgenommen. Geben Sie die Nullhypothese so-
wie die TestgréBe an und bestimmen Sie den gréBtmaoglichen Ablehnungsbereich fur die Nullhypothese.

Zielsetzung Ubung

Voraussetzung Erwartungswert und Standardabweichung einer ZufallsgroBe, Histogramm, Binomialverteilung, einseiti-
ger Signifikanztest, Erzeugung und Umgang mit Listen, Vorkenntnisse im Umgang mit einer Tabellen-
kalkulation

Hinweise zur Bearbeitung

Zu a) und b)
1 | Liste_k:={0,1,2,3,4,5}
Zeilen 1 - 4: Der Erwartungswert (Zeile 3) und die - Liste, == {0,1,2,3,4,5}
Standardabweichung (Zeile 4) der ZufallsgréBe X Liste_p:={0.15,0,0.05,0.4,0,0.4}
werden mit dem CAS berechnet. 2 3 1 2 2
Anmerkung: Mit dem hier verwendeten CAS kén- - Liste, := {ﬁ " 20°57 E}
nen auch Listen multipliziert werden.
3 Summe(Liste_k*Liste_p)
33
-
Zeilen 5 - 6: Erzeugung des Diagramms 10
. 4 | stdevp(Liste_k, Liste_p)
> Grafik
P(X=x) -+ 1.71
o4 5 Liste_g:={-0.5,.5,1.5,2.5,3.5,4.5,5.5}
s L 11357911
: o lste 1= 175032272727 2
o T « 6 | a:=Histogramm(Liste_g, Liste_p)
0 1 2 3 4 5 6 ®-a=1
Zu ©)
Die gesuchten Werte der Binomialverteilung kon- 7 Numerisch(1-Binomial(200, 0.15, 29, true), 5)
nen direkt Uber die jeweiligen Befehle ausgegeben - 0.53027
werden. 8  Numerisch(Binomial(200, 0.15, 30..200), 5)
- 0.53027
9  Numerisch(Binomial(200, 0.15, 26, 35), 5)
- 0.060344




Zu d)

Verwendet man den Ablehnungsbereich
{k;...;200} der Nullhypothese Hy:p=0,15, so ist

k =39 die kleinste ganzzahlige Lésung der aufge-
stellten Ungleichung Péﬂos (X>k)<0,05.

Dieses Ergebnis kédnnen die Schilerinnen und Schi-
ler beispielsweise durch das Erstellen einer Werteta-
belle bestimmen.

Alternativ konnen die Schilerinnen und Schiler die
Lésung mit dem hier verwendeten CAS auch durch
systematisches Probieren finden. Hierzu verwendet
man beispielsweise das Modul ,Wahrscheinlich-
keitsrechner”.

Anmerkung: Hier wird das CAS nur als Werkzeug
zur Beschaffung der benétigten Werte genutzt, um
die Aufgabe zu l6sen. In der Handreichung Uber
den Einsatz von CAS am Gymnasium in der Jahr-
gangsstufe 11 und 12 (vgl. [HR CAS Gym 11-12])
wird sehr ausfihrlich mit dem CAS die Auswirkung
der einzelnen KenngréBen des Signifikanztests auf
dessen Aussage untersucht.

» Tabelle
A B |cC|D|E|F| G| H|

1 31 0.45149

2 | 32 0.37525

3| 33 0.3042

4 | 34 024037

5 35 0.18504

6 36 0.13873

7 | 37 0.10128

8 38 0.07198

9 39  0.0498

10 | 40  0.0zanl B9: Binomial(200, 0.15, A9...200)|
11| 41 0.022

» Wahrscheinlichkeitsrechner

Verteilung Statistik

k  PX=k)
38 0.0222 "
39 0.0163
40 0.0115
41 0.008
42 0.0053
20 40 60 80 100 120 140 160 180 43 10.0034
u=30 o=50498 |44 00022
-~/ Binomial
n 200 p0.15
1
P(39 < X)=0.0498
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Lehrermaterialien und Lésungshinweise, Stuttgart 2003.
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¢ Ralle B. (Hrsg.), MNU Journal — Schwerpunkt Digitale Werkzeuge. Jahrgang 69, Heft 6, Neuss 2016.
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Publikationen im Internet

+ www.mebis.bayern.de - Lernplattform = teachSHARE (abgerufen am 20.12.2016)
. TeachSHARE", die Austauschplattform fir Lehrkrafte innerhalb der passwortgeschutzten Lernplattform des Portals ,, me-
bis” des Bayerischen Staatsministeriums fur Bildung und Kultus, Wissenschaft und Kunst, bietet ausgearbeitete Bespiele
fur den Unterrichtseinsatz zur unmittelbaren Integration in den eigenen Bereich der Lernplattform.

+ www.geogebra.org/materials/ (abgerufen am 20.12.2016)
Die Internetseiten der ,,GeoGebra Community” weisen eine Vielzahl von Materialien auf, welche sich nach Stichworten
durchsuchen lassen. Sie stehen zum Download zur Verfligung, lassen sich aber auch online im Browser nutzen.

+ www.t3deutschland.de (abgerufen am 20.12.2016)
Die Internetseiten des Lehrerfortbildungsprojekts , Teachers Teaching with Technology” (T3) enthalten eine umfangreiche
Datenbank mit Literaturangaben zum Einsatz von CAS.

+ www.acdca.ac.at (abgerufen am 20.12.2016)
Die Internetseiten des , Austrian Center for Didactics of Computer Algebra” bieten eine umfangreiche Sammlung von
Materialien zum Einsatz von CAS im Unterricht.

¢ wiki.zum.de/Mathematik-digital (abgerufen am 20.12.2016)
Das Wiki ,Mathematik Digital” enthalt eine Sammlung von Unterrichtsmaterialien sowie eine Sammlung von Links zu
digitalen Materialien fur den Mathematikunterricht, insbesondere digitalen Lernpfaden (als interaktive Unterrichtseinhei-
ten).

+ www.nctm.org (abgerufen am 20.12.2016)

Die Internetseiten des , National Council of Teachers of Mathematics”, des groBten Verbandes von Mathematiklehrkraf-

ten der USA, bieten eine umfangreiche Sammlung von Materialien, die teilweise ohne Abschluss einer (kostenpflichtigen)
Mitgliedschaft verfigbar sind.
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