Abiturprufung 2011
Mathematik

Arbeitszeit: 240 Minuten

Der Fachausschuss wahlt aus den Themengebieten Analysis, Stochastik und
Geometrie jeweils eine Aufgabengruppe zur Bearbeitung aus.

Name des Priflings

Das Geheft mit den Aufgabenstellungen ist abzugeben.
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Analysis

Aufgabengruppe |

Teil 1

Gegeben ist die Funktion f: x — 2x+3
4x+5

Geben Sie D an und ermitteln Sie einen moglichst einfachen Funktionsterm
fur die Ableitung f' von f.

mit maximaler Definitionsmenge D.

Zeigen Sie, dass F: x |—>%x2 -(2Inx —1) mit Definitionsmenge IR™ eine

Stammfunktion der in IR™ definierten Funktion f:x s x-Inx ist.
Bestimmen Sie einen Term derjenigen Stammfunktion von f, die in x =1 eine
Nullstelle hat.

Die Anzahl der auf der Erde lebenden Menschen wuchs von 6,1 Milliarden
zu Beginn des Jahres 2000 auf 6,9 Milliarden zu Beginn des Jahres 2010.
Dieses Wachstum lasst sich naherungsweise durch eine Exponentialfunk-
tion mit einem Term der Form N(x) =N, . gk(x=2000) haschreiben, wobei N(x)
die Anzahl der Menschen zu Beginn des Jahres X ist.

Bestimmen Sie Ny und k.

T
Betrachtet wird die Aussage fsin(Zx) dx=0.
0

a) Machen Sie ohne Rechnung anhand einer sorgféaltigen Skizze plausibel,
dass die Aussage wabhr ist.

b) Weisen Sie mithilfe einer Stammfunktion die Gultigkeit der Aussage durch
Rechnung nach.

(Fortsetzung nachste Seite)



Teil 2

1 Gegeben ist die Funktion f: X > X +3 y
mit Definitionsmenge D;. Abbildung 1 3 ]
zeigt den Graphen G; von f, einen 7
beliebigen Punkt Q(x | f(x)) auf G P )
sowie den Punkt P(1,5|0) auf der & T |, d
x-Achse. é 5 / -
3 2] 1|0 ]
Abb. 1

a) Begrunden Sie, dass D; =[-3;+ [ die maximale Definitionsmenge von f
ist. Wie geht G; aus dem Graphen der in IR] definierten Funktion
W: X /X hervor?

b) Zeigen Sie, dass fur die Entfernung d(x) des Punkts Q(x|f(x)) vom
Punkt P(3,5]0) gilt: d(x) :\/x2 —-2X+5,25.

c) Bestimmen Sie rechnerisch die Koordinaten desjenigen Graphenpunkts
Qe(Xg | Yg). der von P den kleinsten Abstand hat. Tragen Sie Qg in
Abbildung 1 ein.

(zur Kontrolle: xg =1)

d) Weisen Sie nach, dass die Verbindungsstrecke [PQg] und die Tangente
an G; im Punkt Qg senkrecht zueinander sind.

e) Berechnen Sie den Inhalt des Flachenstticks, das von G;, der x-Achse
und der Strecke [PQg] begrenzt wird.

2 Abbildung 2 zeigt den Graphen G einer in IR\ {1} definierten gebrochen-
rationalen Funktion g mit folgenden Eigenschaften:

e Die Funktion g hat in x =1 eine Polstelle ohne Vorzeichenwechsel;
e Gy verlauft stets oberhalb seiner schragen Asymptote, die durch die
Gleichung y = 2 x -1 gegeben ist;

o die einzige Nullstelle von g ist x =-1.

(Fortsetzung nachste Seite)
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a) Ermitteln Sie mithilfe von Abbildung 2 n&dherungsweise den Wert der
Ableitung g' von g an der Stelle x =-1; veranschaulichen Sie lhr Vor-
gehen durch geeignete Eintragungen in der Abbildung.

Aus der Gleichung der schragen Asymptote ergibt sich unmittelbar das
Verhalten der Ableitung g' fir Xx —> 40 und x — —o. Geben Sie dieses
Verhalten an und skizzieren Sie den Graphen von g' in Abbildung 2.

b) Die Funktion g hat eine Funktionsgleichung der Form I, Il oder Il
mit a IR\ {0}:

Il y=1x-1+-2 M y=21x-1+—2

I y=x-1+
(x—1)° 2 x—1 ? (x-1)°

Begrinden Sie, dass weder eine Gleichung der Form | noch eine der
Form Il als Funktionsgleichung von g infrage kommt.

Die Funktionsgleichung von g hat also die Form Ill. Bestimmen Sie den
passenden Wert von a.

c) Betrachtet wird nun die Funktion h mit h(x) =In(g(x)). Geben Sie mithilfe
des Verlaufs von G, die maximale Definitionsmenge Dy, von h, das Ver-
halten von h an den Grenzen von D, sowie einen Naherungswert fiir die
Nullstelle von h an.
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Analysis

Aufgabengruppe I

Teil 1

Skizzieren Sie den Graphen der in IR definierten Funktion f: x > 4 — x2.
Berechnen Sie den Inhalt des Flachenstiicks, das der Graph von f mit der
x-Achse einschliel3t.

Geben Sie die maximale Definitionsmenge der Funktion f: x 3/ an und
bestimmen Sie den Term derjenigen Stammfunktion von f, deren Graph den
Punkt (1] 4) enthalt.

sinx

X2

Betrachtet wird die Funktion f:x mit Definitionsmenge IR\ {0}.

a) Geben Sie die Nullstellen von f an.

b) Ermitteln Sie das Symmetrieverhalten des Graphen von f und geben Sie
den Grenzwert von f fir x — 400 an.

c) Bestimmen Sie den Term der Ableitung von f.

Geben Sie den Term einer gebrochen-rationalen Funktion f mit Definitions-
menge IR\ {-1} an, deren Graph die Gerade mit der Gleichung y =2 als
Asymptote besitzt und in x = -1 eine Polstelle ohne Vorzeichenwechsel hat.

Teil 2

Gegeben ist die in IR definierte Funktion f: x> 6-e 2% 4 x. Der Graph
von f wird mit G; bezeichnet.

a) Untersuchen Sie das Monotonie- und das Krimmungsverhalten von G;.
Bestimmen Sie Lage und Art des Extrempunkts E(xg | yg) von G;.

(zur Kontrolle: xg =2-In3; f"(x)=1,5 705X
b) Geben Sie das Verhalten von f flr x - —o an. Machen Sie plausibel,

dass Gs fur x -+ die Gerade mit der Gleichung y = x als schrage
Asymptote besitzt.

c) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an G; im Punkt (0| 6).
Skizzieren Sie G; unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse in ein
geeignet anzulegendes Koordinatensystem.

(Fortsetzung nachste Seite)
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Funktion h: x> 6-e 9% 115,

\
Die Abbildung zeigt den in IR \

~

streng monoton fallenden
Graphen Gy, von h sowie dessen
Asymptote, die durch die

P
e

Gleichung y =15 gegeben ist.

v

a) Beschreiben Sie, wie G, aus
dem Graphen der in IR
definierten natirlichen

E. S
pd

w
/

- - X
Exponentialfunktion x+> e ~~—__ G,

/
|

hervorgeht.

Fur x >0 beschreibt die Funktion h modellhaft die zeitliche Entwicklung des
momentanen Schadstoffausstol3es einer Maschine. Dabei ist x die seit dem
Start der Maschine vergangene Zeit in Minuten und h(x) die momentane
Schadstoffausstof3rate in Milligramm pro Minute.

b) Geben Sie in diesem Sachzusammenhang die Bedeutung des Monoto-
nieverhaltens von G,;, sowie des Grenzwerts von h fiir X — +oo an.

c) Bestimmen Sie den Inhalt des Flachenstticks, das G,,, die Koordinaten-
achsen und die Gerade mit der Gleichung x =5 einschliel3en. Interpre-
tieren Sie das Ergebnis im Sachzusammenhang.

Gegeben ist die Schar der Funktionen f, : x - 6-e ¥ —a.x mit acIR" und
Definitionsmenge IR.

a) Weisen Sie nach, dass die Graphen aller Funktionen der Schar die
y-Achse im selben Punkt schneiden und in IR streng monoton fallend

sind. Zeigen Sie, dass Ilim f,(x) =—o gilt.
X—>+00

b) Aus den Ergebnissen der Aufgabe 3a ergibt sich, dass jede Funktion der
Schar genau eine Nullstelle besitzt. Bestimmen Sie fir diese Nullstelle in
Abhangigkeit von a einen Naherungswert x,, indem Sie den ersten
Schritt des Newton-Verfahrens mit dem Startwert Xy =0 durchfuhren.
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Stochastik
Aufgabengruppe |

Ein Investor plant, in einer Gemeinde, die aus den Orten Oberberg und Nie-
derberg besteht, eine Windkraftanlage zu errichten.

1 Um sich einen Uberblick dariiber zu verschaffen, wie die Einwohner zu die-
sem Vorhaben stehen, beschliel3t der Gemeinderat, eine Umfrage unter den
Wahlberechtigten der Gemeinde durchzufiihren. In Niederberg werden 1722,
in Oberberg 258 Einwohner befragt. 1089 aller Befragten auf3ern keine Ein-
wéande gegen die Windkraftanlage, darunter sind allerdings nur 27 Einwoh-
ner von Oberberg. Die Ubrigen befragten Personen sprechen sich gegen die
Windkraftanlage aus.

a) Bestimmen Sie jeweils den prozentualen Anteil der Gegner der Windkraft-
anlage unter den Befragten von Niederberg und unter den Befragten von
Oberberg.

Aus allen Befragten wird zuféllig eine Person ausgewahlt.
b) Ermitteln Sie

e die Wahrscheinlichkeit p, daflr, dass die ausgewahlte Person in
Oberberg wohnt und sich gegen die Windkraftanlage aussprach.

o die Wahrscheinlichkeit p, dafir, dass die ausgewahlte Person in
Oberberg wohnt, wenn bekannt ist, dass sie sich gegen die
Windkraftanlage aussprach.

c) Begrinden Sie, dass kein Ergebnis der Umfrage denkbar ist, bei dem
p, > P, ist.
Die Windkraftgegner schlief3en sich zu einer Burgerinitiative zusammen.

2 Zur Aufbesserung ihrer finanziellen Mittel hat die Blrger-
initiative auf dem Gemeindefest ein Glucksrad mit zehn
gleich groRen Sektoren aufgebaut (vgl. Abbildung). Ein
Spiel besteht aus dem einmaligen Drehen des Glicksrads;
die erzielte Zahl gibt die Kategorie des Preises an, den
der Spieler erhalt.

(Fortsetzung nachste Seite)
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a) Ein Preis der Kategorie 1 ist fur die Birgerinitiative mit Unkosten in Hohe
von zehn Euro, ein Preis der Kategorie 2 mit Unkosten in Hohe von funf
Euro verbunden. Preise der Kategorien 3 und 4 werden von Sponsoren
gestellt und verursachen keine Unkosten. Bestimmen Sie den im Mittel
pro Spiel zu erwartenden Gewinn der Blrgerinitiative, wenn der Einsatz
flr ein Spiel 2,50 Euro betragt und keine weiteren Unkosten anfallen.

b) Zehn Besucher des Gemeindefests drehen nacheinander jeweils einmal
das Gliicksrad. Geben Sie zu jedem der folgenden Ereignisse einen Term
an, mit dem sich die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses berechnen lasst.

A: ,Nur die ersten funf Preise entfallen auf die Kategorie 4.
B: ,Genau die Halfte der Preise entfallt auf die Kategorie 4.

C: ,Die Preise verteilen sich jeweils zur Halfte auf die Kategorien 1
und 4.

3 Die Burgerinitiative veranstaltet am viel besuchten Badesee der Gemeinde

eine Unterschriftenaktion gegen die geplante Windkraftanlage.

Berechnen Sie, wie hoch der Anteil p der Gegner der Windkraftanlage unter
den Badegasten mindestens sein muss, damit sich unter zehn zufallig aus-
gewahlten Badegasten mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 99 %
wenigstens ein Gegner der Windkraftanlage befindet.

Aufgrund der vielfaltigen Aktivitaten der Burgerinitiative vermutet der Ge-
meinderat, dass inzwischen mindestens 55 % der Wahlberechtigten der Ge-
meinde gegen die Errichtung der Windkraftanlage sind. Um diese Vermutung
zu testen, werden 200 zufallig ausgewéhlte Wahlberechtigte der Gemeinde
befragt. Wie muss die Entscheidungsregel mit einem méglichst grofzen Ab-
lehnungsbereich lauten, wenn die Vermutung des Gemeinderats mit einer
Wahrscheinlichkeit von héchstens 5% irrtimlich abgelehnt werden soll?



Stochastik
Aufgabengruppe Il

1 Auf der Strecke Miinchen-Tokio bietet eine Fluggesellschaft ihren Passagie-
ren verschiedene Menis an, darunter ein vegetarisches. Aus Erfahrung
weil3 man, dass sich im Mittel 10% der Passagiere fir das vegetarische
Menu entscheiden. Im Folgenden soll davon ausgegangen werden, dass die
Passagiere ihre jeweilige Menliwahl unabhangig voneinander treffen.

a) Auf einem Flug nach Tokio sind 200 Passagiere an Bord. Bestimmen Sie
die Wahrscheinlichkeit dafir, dass sich mindestens 20 und héchstens 25
Passagiere fur das vegetarische Menu entscheiden.

Auf dem Ruckflug nach Minchen ist die Maschine mit 240 Passagieren be-
setzt.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass sich auf dem Ruckflug
genau 20 Passagiere fir das vegetarische Menl entscheiden.

c) Tatsachlich entscheiden sich auf dem Ruckflug sechs weibliche und
vierzehn mannliche Reisende flr das vegetarische Meni. Ermitteln Sie,
wie viele weibliche Reisende unter den Passagieren sind, wenn die
Ereignisse ,Ein zufallig ausgewahlter Passagier ist weiblich.“ und ,Ein
zufallig ausgewéahlter Passagier entscheidet sich fiir das vegetarische
Menu.“ unabhangig sind.

2 Die Fluggesellschaft beabsichtigt, ihren Passagieren neben dem Standard-
menU gegen Zuzahlung ein Premiumment anzubieten, méchte diesen Ser-
vice jedoch nur dann einrichten, wenn er von mehr als 15% der Passagiere
gewunscht wird. Die Nullhypothese ,Hochstens 15% der Passagiere win-
schen das Angebot eines Premiummenus.” soll auf der Basis einer Stich-
probe von 200 Passagieren auf einem Signifikanzniveau von 5% getestet
werden.

a) Bestimmen Sie die zugehorige Entscheidungsregel.
b) Die Fluggesellschaft hatte fir den Test — bei gleichem Signifikanzniveau —
anstelle der Nullhypothese

,Hochstens 15% der Passagiere winschen das Angebot eines
Premiummenus.®

auch die Nullhypothese

.Mehr als 15% der Passagiere wiinschen das Angebot eines
Premiummenus.”

wéahlen kénnen. Bei der Wahl der Nullhypothese stand fur die Fluggesell-

(Fortsetzung nachste Seite)
10
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schaft eine der beiden folgenden Uberlegungen im Vordergrund:

e Der irrtimliche Verzicht auf das Angebot des Premiumments ware mit
einem Imageverlust verbunden.

e Das irrtimliche Angebot des Premiummenis ware mit einem
finanziellen Verlust verbunden.

Entscheiden Sie, welche der beiden Uberlegungen fur die Fluggesell-
schaft bei der Wahl der Nullhypothese im Vordergrund stand. Erlautern
Sie Ihre Entscheidung.

3 Bei einer Routineinspektion wird die Passagierkabine eines zuféllig ausge-
wahlten Flugzeugs des Typs X Uberprift. Ein Mangel der Beleuchtung sowie
ein Mangel der Klimaanlage liegen bei Flugzeugen dieses Typs jeweils mit
einer bestimmten Wahrscheinlichkeit vor; diese Wahrscheinlichkeiten kon-
nen der folgenden Vierfeldertafel enthommen werden.

K K

B: Beleuchtung einwandfrei
B X 0,05 B : Beleuchtung mangelhaft
B 0,04 K: Klﬁmaanlage einwandfrei
K: Klimaanlage mangelhaft

0,06 1

a) Bestimmen Sie den Wert von x und beschreiben Sie das zugehoérige
Ereignis in Worten.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt bei dem zuféallig ausgewahlten
Flugzeug des Typs X ein Mangel der Klimaanlage vor, wenn die
Beleuchtung nicht einwandfrei funktioniert?

c) Bei Flugzeugen eines anderen Typs Y liegt ein Mangel der Klimaanlage
mit einer Wahrscheinlichkeit von 4% vor. Die Wahrscheinlichkeit dafr,
dass mindestens einer der beiden Mangel vorliegt, betragt 5%. Wenn
mindestens einer der beiden Méangel vorliegt, so funktioniert mit einer
Wahrscheinlichkeit von 40 % die Beleuchtung nicht einwandfrei. Stellen
Sie zu der fur Flugzeuge des Typs Y beschriebenen Situation eine voll-
standig ausgefullte Vierfeldertafel auf.

11
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Geometrie

Aufgabengruppe |

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(0|60]|0),
B(-80|60|60) und C(-80|0|60) gegeben.

a) Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene E, die durch die Punkte A, B und
C bestimmt wird, in Normalenform. Welche besondere Lage im Koordina-
tensystem hat E? Berechnen Sie die GroRe des Winkels ¢, unter dem E
die x;x,-Ebene schneidet.

(mdgliche Teilergebnisse: E : 3x; +4X3 =0; @ =~ 36,9°)

b) Weisen Sie nach, dass der Koordinatenursprung O mit den X3
Punkten A, B und C ein Rechteck OABC festlegt. Bestatigen
Sie, dass dieses Rechteck den Flacheninhalt 6000 besitzt, und

zeichnen Sie es in ein Koordinatensystem (vgl. Abbildung) ein. ¢, X2

Das Rechteck OABC ist das Modell eines steilen Hanggrundstlicks; die positi-
ve Xx;-Achse beschreibt die sudliche, die positive x,-Achse die 6stliche Him-
melsrichtung (im Koordinatensystem: 1LE entspricht 1 m, d. h. die Lange des
Grundsticks in West-Ost-Richtung betragt 60m.).

c) Obwohl das Rechteck OABC den Flacheninhalt 6000 besitzt, ist das
Hanggrundstiick auf einer Landkarte des Grundbuchamts mit einer Gré3e
von 4800 m? verzeichnet. Stellen Sie ausgehend von der Zeichnung aus
Aufgabe b eine Vermutung an, welche sinnvolle Regelung das Grund-
buchamt damit bei der Festlegung der Grundstiicksgrof3e umsetzt.
Bestatigen Sie lhre Vermutung durch Rechnung.

Ein Hubschrauber tberfliegt das Grundsttick entlang einer Linie, die im Modell

20 4
durch die Gerade g: X=| 40 |+A-| 5 |, AeIR, beschrieben wird.
40 -3

d) Weisen Sie nach, dass der Hubschrauber mit einem konstanten Abstand
von 20m zum Hang fliegt.

e) Zeigen Sie, dass dieser Abstand mit der minimalen Entfernung des Hub-
schraubers vom Mittelpunkt des Grundstticks Ubereinstimmt, der im Mo-
dell durch den Punkt M(—-40]30]|30) dargestellt wird.

(Fortsetzung nachste Seite)
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Im Mittelpunkt des Grundstiicks wird ein Mast errichtet, der durch vier an sei-
ner Spitze befestigte Seile gehalten wird. Die Verankerungspunkte der Seile im
Grundsticksboden sind jeweils 15m vom Mastful3punkt entfernt und liegen
von diesem aus genau in ostlicher, nordlicher, westlicher und stdlicher Rich-

tung.
f) Bestimmen Sie im Modell die Koordinaten des 6stlichen und nérdlichen
Verankerungspunkts Vg bzw. Vy.

13
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Geometrie

Aufgabengruppe Il

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(1]|7]3),
B(6|-7]2) und C(-2]|1|-3) gegeben.

a) Weisen Sie nach, dass die Punkte A, B und C ein rechtwinkliges Dreieck
festlegen, dessen Hypotenuse die Strecke [AB] ist und dessen kiirzere
Kathete die Lange 9 hat.

b) Alle Punkte C* im Raum, die zusammen mit A und B ein zum Dreieck
ABC kongruentes Dreieck festlegen, bilden zwei gleich gro3e Kreise.
Beschreiben Sie (z. B. durch eine Skizze) die Lage der beiden Kreise
bezuglich der Strecke [AB] und ermitteln Sie den Radius der beiden
Kreise.

Das Dreieck ABC aus Aufgabe a ist die Grundflache einer dreiseitigen Pyrami-
de ABCS mit der Spitze S(11,5|4]-6).

c) Die Grundflache der Pyramide liegt in einer Ebene E. Ermitteln Sie eine
Gleichung von E in Normalenform.
(mogliches Ergebnis: E : 2%, + X, —2X3 -3 =0)

d) Berechnen Sie die Grol3e des Neigungswinkels der Seitenkante [BS]
gegen die Ebene E sowie das Volumen V der Pyramide.
(Teilergebnis: V =216)

e) Welche Lagebeziehung muss eine Gerade zur Ebene E haben, wenn fur
jeden Punkt P dieser Geraden die Pyramide ABCP das gleiche Volumen
wie die Pyramide ABCS besitzen soll? Begrinden Sie Ihre Antwort.

f) Der Umkreis des Dreiecks ABC und der Punkt S legen einen Kegel fest.
Zeigen Sie, dass es sich um einen geraden Kegel handelt, der Mittel-
punkt des Grundkreises also zugleich der HohenfulRpunkt des Kegels ist.
Berechnen Sie, um wie viel Prozent das Volumen des Kegels grol3er ist
als das Volumen der Pyramide ABCS.
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